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ВСТУП
Атомно-молекулярна будова матерії є достеменно встановленим фактом. При достатньому її збільшенні з’ясовуємо, що певне тіло, наприклад шматок алюмінію, складається з дискретних атомів алюмінію, упакованих у певному повторюваному порядку, який утворює кристалічну решітку. При подальшому збільшенні встановимо, що атом, у свою чергу, складається з ядра, утвореного з протонів і нейтронів, навколо якого обертаються електрони. Отже, матерія не є неперервною. У той же час повсякденний досвід показує, що фізичний простір, в якому ми живемо, є неперервним, а математичні закони стверджують, що між двома точками у просторі, відстань між якими може бути як завгодно малою, завжди знайдеться ще одна точка. Отже, зрозуміло, що коли розглядається тіло, яке «займає» певну частину простору, то виявляється, що воно не повністю «заповнює» простір, який воно займає. Проте, якщо вважати справедливою концепцію суцільності матерії, то необхідно проігнорувати дискретну структуру матеріальних тіл і припустити, що субстанція таких тіл розподілена неперервним суцільним чином в частинах простору, де тіла локалізовані. Прийняти гіпотезу суцільності означає вважати справедливим припущення, що при нескінченному зменшенні об’єму він зберігатиме фізичні властивості початкового тіла. Відповідно, можна розглядати такі властивості, як густина і швидкість, у будь-якій точці частини простору, зайнятій тілом.
Модель суцільного середовища є надзвичайно важливою для механіки з двох причин. По-перше, вона дуже зручна і надійна при вивченні великих масивних тіл з алюмінію, сталі, бетону тощо, для яких характерні розміри набагато перевищують розміри молекул. По-друге, наше знання механічної поведінки матеріалів практично повністю ґрунтується на експериментальних даних, отриманих для відносно великих (макроскопічних) зразків.
Отже, механікою суцільних середовищ називають розділ науки, в якому кінематична і механічна поведінка матеріалів і тіл аналізується на основі гіпотези суцільності.
Вся тематика механіки суцільних середовищ розділяється на дві основні частини. В першій, основна увага приділяється виведенню фундаментальних рівнянь, які справедливі для всіх суцільних тіл і середовищ. Ці рівняння ґрунтуються на таких універсальних законах фізики, як закони збереження маси, імпульсу, моменту імпульсу, енергії, тощо. В другій частині розвиваються так звані визначальні рівняння, що характеризують поведінку певних ідеалізованих матеріалів (напевно, найвідоміші приклади таких матеріалів – це пружне тіло і в’язка рідина). Ці рівняння виступають і як основний механізм, і як предмет дослідження в теоріях пружності, пластичності, в’язкопружності і механіці рідини.
В даному посібнику, як у вступі до предмету, приймаються ще два додаткових припущення, крім гіпотези суцільності. По-перше, матеріал вважається однорідним, тобто таким, що має ідентичні властивості в будь-якій своїй точці. По-друге, матеріал вважається ізотропним відносно певних механічних властивостей, тобто ці властивості ідентичні незалежно від напрямку в даній точці простору.
Посібник задумано як основу для підготовки до лекцій з механіки суцільних середовищ, що вміщує теоретичні відомості, довідковий матеріал і задачі. Студентам він допоможе краще засвоїти лекції, самостійно навчатись, готуватись до іспитів, практичних і лабораторних занять.

МОДУЛЬ І

Розділ 1

Предмет МЕХАНІКИ СУЦІЛЬНИХ СЕРЕДОВИЩ
1.1. Загальна схема пізнання в природничих науках

[image: image1]
Головне в процесі пізнання – дослідити певне фізичне явище. Суть механіки як науки полягає не тільки в дослідженні явища як такого, а й у побудові відповідних фізичних моделей цього явища. Дійсно, при дослідженні довільного кола явищ надзвичайно важливо встановити основні закони або принципи, за допомогою яких можна пояснити всі відомі явища з досліджуваного кола, а також спрогнозувати нові. Такий підхід до вивчення явищ природи отримав назву методу принципів. В основі методу принципів лежить створення людиною у своїй уяві відповідної моделі, яка складається з образів об’єктів, явищ, ситуацій і зв’язків між ними, а також правил оперування з ними.
Основне завдання у зв’язку з цим полягає в тому, щоб створити в нашій уяві таку картину фізичного світу, яка б найповніше відтворювала властивості світу і забезпечувала такі самі співвідношення між елементами моделі, як і між елементами зовнішнього світу. Однак врахувати всі різноманітні зв’язки між явищами і предметами неможливо навіть теоретично. Тому при створенні моделей беруться до уваги лише суттєві для даного кола явищ властивості і зв’язки. Врахування лише суттєвих факторів зводиться до абстрагування від реальної ситуації і створення моделі в межах прийнятих абстракцій. Поза цими межами модель може стати незастосовною і навіть беззмістов-ною. Наприклад, необхідно дослідити процес входження космічного корабля з гіперзвуковою швидкістю в густі шари атмосфери. При цьому спостерігається утворення ударної хвилі. За фронтом ударної хвилі швидкість уже значно менша гіперзвукової, бо на фронті кінетична енергія необоротно перетворюється в теплову (рис. 1). При цьому відбуваються ще й інші процеси: дисоціація й іонізація газу. 
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Отже, необхідно сформулювати адекватну математичну модель з врахуванням всіх суттєвих процесів, що протікають у даному випадку. Вибір цих суттєвих процесів і факторів і є проявом внутрішніх проблем механіки як науки. Часто для нових середовищ і об’єктів необхідно ще встановлювати нові закони природи, описувати ці об’єкти (причому закони ці відрізняються від законів класичної механіки).
Механіка суцільних середовищ (МСС) – досить широка частина механіки, що вивчає рух газоподібних, рідких та твердих деформівних тіл.
В теоретичній механіці вивчають рух матеріальної точки, дискретних систем матеріальних точок і абсолютно твердого тіла. В МСС розглядається рух тіл, які заповнюють простір неперервно, суцільним чином і відстані між точками яких під час руху змінюються. В МСС розглядаються також поля: електромагнітне, випромінювання, гравітаційне.
В МСС розробляються методи зведення механічних задач до математичних.
1.2. Модель МСС. Основні гіпотези
Тіло – сукупність молекул і атомів або інших частинок. Об’єм, який займає тіло, набагато більший за об’єм самих частинок (речовини). Тобто, по суті, тіла складаються з пустоти, і в той же час у практично малих об’ємах простору, зайнятого тілом, знаходиться велика кількість частинок, що знаходяться в постійному хаотичному русі і взаємодіють між собою.
Додатково необхідно мати на увазі, що складна будова молекул і сили взаємодії між ними не завжди відомі. Слідкувати за рухом кожної елементарної частинки неможливо, та це й не є необхідним для характеризації руху і деформування тіла.
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У МСС використовують модель континууму: матеріальні точки суцільним чином заповнюють частину простору. На відміну від абсолютно твердого тіла відстані між цими точками в процесі руху можуть змінюватись, тобто тіло може деформуватись (змінювати свої об’єм і форму).
Модель наближена і приймається тоді, коли характерний розмір макрооб’єкта 
[image: image2.wmf]L

 набагато перевищує характерний розмір мікрооб’єкта 
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Розглянемо деякий об’єм 
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, обмежений поверхнею 
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 (рис. 2). В цьому об’ємі 
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 знаходиться певне число мікрочастинок. 
Середню густину і густину в точці визначимо, відповідно, за формулами
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де 
[image: image9.wmf]i
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 – маса мікрочастинки, 
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 – їх кількість в об’ємі 
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Густина при 
[image: image12.wmf]0
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 поводиться так, як показано на рис. 3. Якщо 
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 стає зрівняним з 
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, то будуть спостерігатися стрибки у залежності 
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 від об’єму. Тому малий об’єм стягується не в математичну, а в фізичну точку. Тобто яку б маленьку частку тіла ми не взяли в ній все одно налічується дуже багато частинок.
Отже, густину в точці остаточно визначимо як наступну границю 
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Швидкість суцільного середовища в точці визначають за наступною формулою:
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В МСС для побудови відповідних фізичних моделей використовують наступні гіпотези:
1) Гіпотеза суцільності: тіла (середовища) заповнюють простір суцільним чином. З цією гіпотезою пов’язана гіпотеза неперервності: характеристики руху і стану суцільного середовища є неперервними функціями просторових координат і часу. Такий підхід дає можливість використовувати апарат неперервних функцій, диференціальне та інтегральне числення;
2) Простір – евклідовий;
3) Час – абсолютний.
Будемо розглядати рух суцільного і неперервного середовища – континууму – в евклідовому просторі і при цьому користуватись абсолютним часом.
1.3. Способи описання руху суцільного середовища
Існують два способи описання руху суцільного середовища: спосіб Лагранжа і спосіб Ейлера.
Спосіб Лагранжа 
Механічне явище нам відоме і повністю визначене, якщо визначений закон руху всіх точок середовища, тобто 
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 – радіус-вектор довільної точки середовища, 
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 – час і 
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 – положення матеріальної точки в деякий фіксований момент часу.
Швидкість 
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 і прискорення 
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 частки в положенні 
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 визначають за формулами
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Отже, при лагранжевому способі описання руху розглядається рух індивідуальних точок суцільного середовища. Якщо момент часу 
[image: image26.wmf]t

 фіксований, то маємо розподіл точок у просторі для даного конкретного моменту часу, якщо ж радіус-вектор 
[image: image27.wmf]0
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 фіксований, то маємо можливість прослідкувати за рухом конкретної точки. Такий спосіб описання складний, детальний, але дуже часто використовується при формулюванні фізичних законів.
Спосіб Ейлера
Механічне явище нам відоме і повністю визначене, якщо задане поле швидкості
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 – час, 
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 – положення точки простору, в якій нас цікавить швидкість. При цьому визначається не історія руху індивідуалізованих точок суцільного середовища, а те, що відбувається в різні моменти часу в даних геометричних точках простору. Так, спостерігаючи рух води в річці, можна слідкувати за рухом кожної частки води від витоку до гирла (за Лагранжем) або спостерігати зміну течії води в певних місцях річки (за Ейлером).
Якщо момент часу 
[image: image31.wmf]t

 фіксований, то визначеним є поле швидкості 
[image: image32.wmf]V
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 в даний момент часу. Якщо зафіксувати радіус-вектор певної точки простору 
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, то маємо змогу спостерігати за зміною швидкості в даній точці.
Знайдемо правила переходу від ейлерових координат до лагранжевих і навпаки.
Нехай задана деяка характеристика в змінних Лагранжа 
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, розв’язуємо це рівняння відносно 
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 і отримаємо 
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, тобто формулу описання руху тіл у змінних Ейлера. Зазначимо, що відшукання оберненої функції 
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 є основною задачею при переході від лагранжевого способу описання до ейлерового.
Здійснимо зворотний перехід. Нехай задане поле швидкостей 
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. Розв’язуючи останнє диференціальне рівняння, отримаємо 
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, де постійна інтегрування 
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 є не що інше, як положення матеріальної точки в деякий фіксований момент часу, тобто 
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Описання руху суцільного середовища в рамках підходів Лагранжа та Ейлера є повністю еквівалентними.
1.4. Індивідуальна, локальна і конвективна похідні
Нехай рух описується в змінних Лагранжа 
[image: image47.wmf])
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. Остання формула визначає закон руху. Прискорення знаходиться подвійним диференціюванням по часу
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Якщо ж задано рух у змінних Ейлера 
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, то задане поле швидкості. Знайдемо прискорення для цього випадку. Нехай в декартовій прямокутній системі координат 
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 закон руху має вигляд 
[image: image51.wmf])

,

,

,

(

z

y

x

t

V

V

r

r

=

. Природно перейти до лагранжевих змінних і взяти похідну по часу
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де 
[image: image54.wmf]dt
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 – індивідуальна похідна, бо береться при фіксованому 
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Правило обчислення індивідуальної похідної в змінних Ейлера має вигляд
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Індивідуальна (повна, субстанціональна) похідна по часу дорівнює сумі локальної похідної (перший доданок) і конвективної похідної (другий, третій і четвертий доданки) по часу.
Локальна (місцева) похідна характеризує явну залежність змінної від часу в даній точці простору. Якщо поле нестаціонарне, то вона відмінна від 
[image: image57.wmf]0

, якщо ж стаціонарне, то локальна похідна дорівнює 
[image: image58.wmf]0

.
В загальному випадку індивідуальна похідна не дорівнює локальній, вони відрізняються на величину, що називається конвективною похідною. В загальному випадку конвективна похідна не рівна 
[image: image59.wmf]0

, вона може дорівнювати 
[image: image60.wmf]0

 або при відсутності руху, або коли поле однорідне (однакове в кожній точці простору).
Знайдемо компоненти прискорення:
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Формули справедливі лише в декартовій системі координат.
У випадку скалярного поля (наприклад, поля температур 
[image: image64.wmf](

)

r

t

T

T

r

,

=

) отримуємо:

[image: image65.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

=

t

z

z

T

t

y

y

T

t

x

x

T

t

T

dt

dT


або

[image: image66.wmf]3

,

2

,

1

,

=

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

i

v

x

T

t

T

w

z

T

v

y

T

u

x

T

t

T

dt

dT

i

i

.
Ілюстративна задача.

Задача. Поле швидкостей задане вектором 
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. Визначити швидкість і прискорення частинки, що знаходиться в момент часу 
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Розв’язок:
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Після підстановки значень координат і часу отримуємо 
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Задачі для самостійного розв’язання.

1. Рух середовища відбувається за законом
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. Знайти поля швидкості і прискорення в лагранжевих координатах.

2. Ввести лагранжеві координати і знайти закон руху середовища, якщо він відбувається з полем швидкості:
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3. Знайти поля швидкості і прискорення при ейлеровому описанні, якщо рух середовища відбувається за законом тривісного розтягу тіла: 
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4. Рух середовища відбувається з полем швидкості 
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 і полем густини 
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. Знайти швидкість зміни густини в кожній з частинок середовища. 
Розділ 2
ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ПОЛЯ
2.1. Векторне поле
В системі координат можна виділити деяку область і кожній точці цієї області поставити у відповідність число, наприклад, температуру 
[image: image90.wmf]T

, або вектор, наприклад, швидкість 
[image: image91.wmf]V

r

. Сукупність значень тієї чи іншої величини, заданих в кожній точці розглядуваної області, називають полем цієї величини. Якщо величина скалярна, то і поле називають скалярним (поле температур, поле густин); якщо розглядувана величина векторна, то поле векторне. Вектор має три компоненти, тому будь-яке векторне поле рівнозначне трьом полям його проекцій.
Векторна лінія поля – це геометричне місце точок, які мають наступну властивість: у кожній точці цієї лінії дотична до неї колінеарна вектору цього поля. 
Рівняння векторної лінії в загальному вигляді: 
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де 
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 – просторові прирости координат.
Поняття векторної лінії має зміст лише при фіксованому часі. Якщо поле явно залежить від часу, то його називають нестаціонарним. Векторні лінії нестаціонарного поля можна розглядати тільки у фіксовані моменти часу.
Векторні лінії поля швидкостей називають лініями току, а векторні лінії поля вихорів – вихровими лініями.
Векторні лінії можна спостерігати візуально: рідина з підмішаними порошками, рідина з бульбашками повітря, магнітне поле.
[image: image1700.wmf]t

Нехай є деякий об’єкт, що рухається рівномірно і прямолінійно в суцільному середовищі (рис. 4). Виберемо систему координат 
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, як показано на рисунку. Для вибраної системи координат переміщення об’єкта буде породжувати поле швидкості 
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Поглянемо на лінії току з точки зору стаціонарності і нестаціонарності поля.
Позначимо 
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 – приріст певної фізичної величини в просторі, а 
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 – приріст цієї величини в часі (наприклад, для радіус-вектора 
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 ці прирости позначатимемо наступним чином: 
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Запишемо рівняння ліній току
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Представимо в аналогічній формі рівняння траєкторій частинок:
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Лінії току в загальному випадку не співпадають з траєкторіями частинок. Але якщо поле швидкостей стаціонарне, то лінії току і траєкторії рухів частинок рідини співпадають.
Аналогічний висновок справедливий і для вихрових ліній.
Розв’язок задачі Коші для рівнянь
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[image: image1701.wmf]r

єдиний, якщо праві частини і їх похідні по координатах неперервні. Таким чином, через кожну точку можна провести єдину лінію току (теорема про одиничність лінії току).
Але якщо будь-яка компонента швидкості дорівнює нулю або нескінченності в деякій точці, то в цій точці порушується теорема про єдність лінії току. Ця точка особлива, або критична. В таких точках векторні лінії току можуть перетинатись.
Нехай у просторі з суцільним середовищем проведений замкнений контур, який сам себе не перетинає. Якщо в нього нема особливих точок, то в силу неперервності характеристик векторні лінії утворюють векторну поверхню (поверхню току, або вихрову поверхню).
Частину суцільного середовища, яка локалізована векторною поверхнею, називають векторною трубкою (трубкою току, вихровою трубкою) (рис. 5). Аналізуючи трубки току, можна скласти певну картину про рух суцільного середовища.
2.2. Похідна за напрямком. Градієнт
Якщо деяка скалярна функція 
[image: image109.wmf]T

 задана як функція змінних Ейлера, то в будь-який момент часу можна розглянути поверхні 
[image: image110.wmf](

)

const

t

z

y

x

T

T

=

=

,

,

,

, які називають поверхнями рівня, або еквіпотенціальними поверхнями. Наприклад, якщо 
[image: image111.wmf]T

 – це температура, то поверхні називають ізотермічними, тобто поверхнями рівної температури.
Дослідимо, як змінюється поле 
[image: image112.wmf]T

 від точки 
[image: image113.wmf]M

 в напрямку, що визначається вектором 
[image: image114.wmf]s
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 (рис. 6). Величину похідної 
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 визначимо наступним чином:
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Якщо напрям 
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 – дотична до поверхні рівня, то 
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. Визначимо величину похідної в напрямку нормалі 
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r

. Оскільки 
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 – похідна в напрямку нормалі 
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 до поверхні рівня. Звідки зрозуміло, що величина 
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Введемо вектор, направлений по нормалі 
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 в бік зростання 
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, рівний по величині 
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. Такий вектор називають градієнтом поля 
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. Позначимо його 
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де 
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 – одиничний вектор нормалі 
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, що направлений в бік зростання 
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Абсолютна величина градієнта температури 
[image: image139.wmf]T
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 більша там, де ізотермічні поверхні розташовані густіше.
Із співвідношення 
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 випливає, що проекція градієнта 
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 на будь-який напрямок 
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 є похідною за цим напрямком
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Тоді проекції градієнта на відповідні осі декартової системи координат запишуться у вигляді: 
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Сам вектор градієнта в декартовій системі координат з ортами 
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представимо так:
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Часто оператор 
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 позначають символом 
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Тоді правило взяття індивідуальної похідної в змінних Ейлера має вигляд: 
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або для випадків полів швидкості і температури
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2.3. Дивергенція та ротор вектора
Нехай у просторі задано векторне поле 
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і задана деяка поверхня 
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Потоком векторного поля через розглядувану поверхню називають величину
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де 
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 – вектор, модуль якого 
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, а напрямок співпадає з напрямком зовнішньої нормалі до розглядуваної поверхні.
Особливий випадок – розглядувана поверхня є замкненою. Тоді потік визначає суму джерел і стоків усередині поверхні.
Дивергенцією векторного поля в точці 
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 називають величину 
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де 
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 – об’єм простору, обмежений поверхнею 
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.
Дивергенція характеризує потужність джерел чи стоків векторного поля.

Інші форми запису дивергенції векторного поля:
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Теорема Остроградського–Гауса: потік вектора через замкнену поверхню 
[image: image168.wmf]s

 дорівнює інтегралу по об’єму 
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, який обмежує ця поверхня, від дивергенції цього вектора 
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Нехай у просторі задано векторне поле 
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і задана деяка замкнена крива 
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Циркуляцією векторного поля вздовж розглядуваної кривої називають величину
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де 
[image: image174.wmf]r
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 – одиничний вектор, дотичний до кривої.
Циркуляція векторного поля вздовж кривої характеризує обертальну властивість поля вздовж цієї кривої.
Завихренням векторного поля в точці 
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 називають границю 
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 – площа площадки всередині контуру 
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. Завихрення розглядається відносно вектора нормалі до площадки всередині контуру 
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, що обирається згідно з напрямком обходу даного контура.
Ротором (вихором) векторного поля в точці 
[image: image180.wmf]M

 називають вектор, що має наступну властивість: завихрення поля в точці 
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 навколо будь-якого напрямку 
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 дорівнює проекції вектора ротора на цей напрямок
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Часто використовуються інші форми запису вихору:
[image: image1704.wmf]y
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Для будь-якого неперервного векторного поля має місце теорема Стокса: потік ротора вектора через поверхню 
[image: image186.wmf]s

 дорівнює циркуляції вектора по замкненому контуру 
[image: image187.wmf]G

, на який ця поверхня опирається (рис. 7):
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Ілюстративна задача.
Задача. Знайти лінії току і траєкторії, якщо рух середовища відбувається з полем швидкості 
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Розв’язок. Рівняння лінії току
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В нашому випадку маємо
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звідки отримуємо 
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Розв’язок останнього рівняння
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Аналогічно можна отримати
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Лінії току – гвинтові лінії на циліндрах 
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Траєкторії визначаємо із законів руху середовища 
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звідки
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Таким чином, задані рівняння описують поступальний рух зі швидкістю 
[image: image209.wmf]u

 вздовж осі 
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 і обертовий з кутовою швидкістю 
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 навколо цієї осі. Траєкторії руху – гвинтові лінії на циліндрах 
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Задачі для самостійного розв’язання.

1. Знайти лінії току і траєкторії, якщо рух середовища відбувається з полем швидкості 
[image: image213.wmf]1
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2. Знайти лінії току і траєкторії, якщо рух середовища відбувається з полем швидкості 
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3. Довести, що лінії току і траєкторії руху співпадають, якщо рух середовища відбувається з полем швидкості 
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4. Розписати  
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Розділ 3
Класифікація векторних полів
3.1. Типи полів
Скалярне поле 
[image: image228.wmf](

)

t

r

,

r

j

j

=

 в даний момент часу називають однорідним, якщо в кожній точці простору 
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, тобто в даний момент часу, поле не змінюється від однієї точки простору до іншої.
Векторне поле 
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 в даний момент часу називають гармонічним, якщо воно соленоїдальне і безвихрове.
Векторне поле 
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 в даний момент часу називають соленоїдальним (трубчастим), якщо в кожній точці простору виконується співвідношення 
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Оскільки 
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, то у випадку соленоїдальності поля 
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 його можна представити як поле вихорів 
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. Справедливе і зворотне твердження, наприклад, поле кутової швидкості є соленоїдальним, бо 
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Векторне поле 
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 в даний момент часу називають безвихровим, якщо в кожній точці простору виконується співвідношення 
[image: image238.wmf]0
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Якщо в кожній точці суцільного середовища 
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, то обертальна складова руху відсутня. Течії, в яких ця умова виконується, називаються безвихровими.
Оскільки 
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, то у випадку безвихровості поля 
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 його можна представити як поле градієнтів 
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 – потенціал поля 
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. Через цю властивість безвихрове поле ще називають потенціальним.
Тобто будь-яке векторне поле 
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 буде потенціальним, якщо існує деяка скалярна функція 
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Оскільки за означенням вектор-градієнт визначається як 
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, то він є перпендикулярним до поверхонь рівного потенціалу і набуває найбільших значень там, де поверхні розміщені найгустіше.
Чи завжди можна векторне поле 
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 представити у вигляді градієнта деякої скалярної функції 
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Для відповіді на це питання складемо вираз
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Якщо поле 
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 потенціальне, то вираз є повним диференціалом. Необхідна і достатня умова існування повного диференціалу записується наступним чином:
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Відзначимо, що потенціальні течії є простішими для вивчення, оскільки визначаються однією скалярною функцією 
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, а непотенціальні – трьома 
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Розглянемо приклад потенціальної течії з потенціалом 
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. Поверхнями рівного потенціалу тут є поверхні 
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, тобто це концентричні сфери з центром в початку координат 
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 перпендикулярний сферам.
Вектор 
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 направлений в бік збільшення потенціалу: при 
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 вектор швидкості направлений по радіус-вектору 
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де дужками 
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 позначено проекцію вектора на напрямок 
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Легко пересвідчитись, що швидкість 
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 прямує до нескінченності, і навпаки, 
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 прямує до нескінченності, якщо 
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. Ці точки називають критичними точками.
При 
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 відбувається витік з початку координат у всіх напрямках, тобто маємо випадок, коли в початку координат розташоване точкове просторове джерело, а у безмежно віддаленій точці знаходиться стік.
При 
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 відбувається втікання в початок координат з усіх напрямків, тобто в точці 
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 знаходиться точковий просторовий стік, а у безмежно віддаленій точці розташоване джерело.
Об’єм рідини, що протікає за одиницю часу через поверхню сфери 
[image: image287.wmf]S

 деякого радіуса 
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 з центром у початку координат, визначається формулою
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Цю величину 
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 називають потужністю джерела (стоку). Якщо 
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 не змінюється в часі, то кажуть, що потужність постійна; якщо 
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 є функцією часу, 
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, то потужність змінна. Якщо в деякий момент часу 
[image: image294.wmf]Q

 змінюється в точці витоку чи стоку, то миттєво змінюється поле швидкостей у всьому просторі. Але в дійсності збурення повинні поширюватися з деякою обмеженою швидкістю.
3.2. Теорема Кельвіна
Теорема Кельвіна формулюється наступним чином: індивідуальна похідна за часом від циркуляції швидкості по замкненому рідкому контуру дорівнює циркуляції прискорення по цьому контуру. 
Зміст теореми виражається формулою
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Доведення теореми:
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Візьмемо останній інтеграл
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де 
[image: image298.wmf]AB

 – деякий розімкнений контур. Зазначимо, що він рідкий, отже, змінний.
Якщо вибрати замкнений контур інтегрування, то для нього останній інтеграл дорівнює нулю, оскільки 
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, що і приводить до шуканого виразу теореми Кельвіна.
3.3. Кінематичні теореми Гельмгольца
Нехай задане векторне поле 
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. Розглянемо відрізок вихрової трубки (рис. 8). В кожній точці поверхні трубки можна провести вектори зовнішніх нормалей. Застосуємо до векторного поля 
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 теорему Остроградського-Гауса.
Оскільки 
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 є векторним полем, то, вводячи позначення 
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Звідки
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Потік вихору швидкості через переріз вихрової трубки не змінюється вздовж цієї трубки. Тому саме цю величину і обирають як інтенсивність, що характеризує вихрову трубку,
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Перша кінематична теорема Гельмгольца формулюється наступним чином:
Інтенсивність вихрової трубки однакова по всій довжині трубки в даний момент часу і є її характеристикою.
Розглянемо елементарну вихрову трубку малого попе[image: image1706.wmf]x

речного перерізу. Для неї з точністю до безмежно малих справедливою є рівність
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де 
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 і 
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 – проекції векторів вихорів на нормалі до поверхонь.
Якщо 
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, тобто в цьому випадку вихрова трубка замикається сама на себе (рис. 9).
Друга кінематична теорема Гельмгольца:
[image: image1707.wmf]y
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Вихрові трубки не можуть починатися і закінчуватися всередині середовища.
Проте вихрова трубка може замикатись і на тверду поверхню або на поверхню речовини (рідини) – вільну поверхню (рис. 10).
Якщо експериментально виміряти вектор швидкості 
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 і підставити в формулу інтенсивності вихрової трубки, то отримаємо результати з певною похибкою.
Щоб її позбутись, як інтенсивність трубки току використовують циркуляцію вектора швидкості
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Тоді маємо (рис. 11)
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тому 
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Якщо 
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, то отримаємо, що мала дотична швидкість у верхньому перерізі породжує дуже велику дотичну швидкість у нижньому перерізі 
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Розділ 4

ТЕНЗОР
4.1. Загальне поняття тензора
Механіка суцільних середовищ оперує величинами, які не залежать від конкретної системи координат, що може бути використана для їх описання. В той же час ці фізичні величини описуються у найзручніший спосіб шляхом вибору відповідної системи координат. Математично такі величини представляють тензорами.

Як математичний об’єкт тензор існує незалежно від будь-якої системи координат. Проте він може бути визначеним у конкретній системі відліку за допомогою певної множини величин, відомих як компоненти тензора. Задання компонент тензора в одній системі координат визначає його компоненти у будь-якій довільній системі координат. Дійсно, в математиці закон перетворення компонент тензора при переході від однієї системи координат до іншої використовується власне для означення тензора.

Фізичні закони МСС формулюють за допомогою рівнянь відносно тензорних величин. Оскільки тензорні перетворення лінійні й однорідні, то такі тензорні рівняння залишаються справедливими в іншій довільній системі координат. Ця інваріантність тензорних рівнянь є однією з основних причин придатності і застосування тензорного підходу в МСС.

Тут і далі будемо мати справу із декартовими тензорами і використовувати як індексну, 
[image: image318.wmf]ij

T

, так і символьну, 
[image: image319.wmf]T

, форми запису тензорів.
Інваріантний відносно вибору системи координат об’єкт 
[image: image320.wmf]ij

T

 називають тензором II рангу, або II валентності.
Ранг – число індексів його компонент. Очевидно, що вектор – тензор I рангу, скаляр – 
[image: image321.wmf]0

 рангу.
Можна ввести тензор будь-якого рангу 
[image: image322.wmf]ijklm

T

.
Тензори II рангу називають діадіками, III рангу – тріадіками, IV – тетрадіками.
Кількість компонент тензора в тривимірному декартовому просторі – 
[image: image323.wmf]N

3

, а в загальному випадку 
[image: image324.wmf]N

n

, де 
[image: image325.wmf]n

 – розмірність простору, 
[image: image326.wmf]N

 – ранг тензора.
Компоненти тензора будь-якого рангу коротко і наочно представляють за допомогою індексних позначень. За правилами індекс-літера може зустрічатись один або два рази. Якщо індекс зустрічається один раз, то він набирає значення 
[image: image327.wmf]N
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. Індекси, що не повторюються, називають вільними. Якщо індекс повторюється двічі, то мається на увазі, що він приймає значення 
[image: image328.wmf]N
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 і всі утворені таким чином члени додаються (сумуються). Індекси сумування називають німими, бо заміна їх на інші літери, які не задіяні як вільні індекси, нічого не змінює. Якщо індекс повторюється більш ніж двічі, то це не дає змоги використовувати правило сумування.
У тензорів I рангу наявний тільки один вільний індекс 
[image: image329.wmf]i
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, 
[image: image330.wmf]j
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, а у тензорів ІІ рангу – два 
[image: image331.wmf]ij
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.
Прикладом тензора ІІ рангу є символ Кронекера 
[image: image332.wmf]ij
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, який визначають наступним чином:
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Інший важливий тензор – тензор Леві-Чивіти 
[image: image334.wmf]ijk

e

. Цей тензор ще називають альтернуючим тензором ІІІ рангу, компоненти якого рівні 1, якщо індекси 
[image: image335.wmf]k
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 утворюють парну перестановку з чисел 1,2,3; рівні –1, якщо 
[image: image336.wmf]k
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 утворюють непарну перестановку з 1,2,3; дорівнюють 0, коли 
[image: image337.wmf]k
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  не утворюють перестановку з 1,2,3, тобто два чи три індекси приймають однакові значення
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За допомогою тензора Леві-Чивіти векторний і змішаний добутки векторів 
[image: image339.wmf]{
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 і 
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 можна представити, відповідно, 
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В загальному випадку всі компоненти тензора різні. Якщо при якійсь перестановці індексів значення компоненти зберігається (наприклад, 
[image: image343.wmf]ji
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), то тензор називають симетричним. Якщо ж виконується співвідношення 
[image: image344.wmf]ji
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, то такий тензор називають антисиметричним. Властивості симетрії і антисиметрії тензора інваріантні відносно перетворення координат.
4.2. Дії над тензорами
Сумою тензорів однакових рангів є тензор такого ж рангу з компонентами, що утворені додаванням відповідних компонент (з однаковою будовою індексів):
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Добутком тензора 
[image: image346.wmf]ij
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 на скаляр 
[image: image347.wmf]l

 називають тензор того ж рангу, кожна компонента якого помножена на цей скаляр: 
[image: image348.wmf]ij
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Будь-який тензор ІІ рангу 
[image: image349.wmf]ij
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 можна представити у вигляді суми симетричного й антисиметричного тензорів з компонентами 
[image: image350.wmf](

)

2

ji

ij

T

T

+

 і з компонентами 
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, відповідно. Таким чином, довільному тензору ІІ рангу можна поставити у відповідність симетричний і антисиметричний тензор. Ці операції називають, відповідно, симетруванням і альтернуванням.
Симетричний тензор ІІ рангу завджи можна представити у вигляді суми кульової частини та девіатора. Кульовою частиною симетричного тензора ІІ рангу є тензор, діагональні компоненти якого дорівнюють 
[image: image352.wmf]3
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, а недіагональні – нульові. Відповідно компоненти девіатора тензора визначаються за формулою 
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Тензор називають нульовим (або кажуть, що він дорівнює нулю), якщо всі його компоненти рівні нулю.
Тензорне (зовнішнє) множення. При зовнішньому множенні тензора рангу 
[image: image354.wmf]р

 на тензор рангу 
[image: image355.wmf]q

 отримується тензор рангу 
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, компоненти якого отримують шляхом множення кожної компоненти першого тензора на кожну компоненту другого 
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Згорткою тензора називають операцію прирівнювання двох індексів у компонент даного тензора (при цьому вони стають індексами сумування). В результаті отримується тензор, ранг якого на 2 менший:
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Згортку тензора ІІ рангу 
[image: image359.wmf]ij
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 називають слідом тензора і позначають 
[image: image360.wmf]ij

a

tr

.
Для отримання згортки двох тензорів (операція внутрішнього множення) спочатку тензори перемножують тензорно, а потім виконують згортку по індексах, що належать тензорам-співмножникам
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Згортку можна виконувати і по двох парах індексів
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Аналогічно скалярним і векторним полям можна ввести також тензорне поле – область простору, в кожній точці якої задається певний тензор.
Вибір системи координат залежить від дослідника, а не від явища. Закони руху можуть містити координати, але не повинні залежати від вибору системи координат, тобто фізичні закони повинні бути інваріантними відносно вибору системи координат. Ця вимога накладає певні обмеження на вигляд математичного запису цих законів.
4.3. Інваріанти тензора другого рангу
В загальному випадку компоненти тензора залежать від вибору системи координат. Поставимо задачу знайти такі функції компонент тензора, що не залежать від вибору системи координат. Такі функції компонент тензора називаються інваріантами тензора. Вони є числами або функціями точок простору. Саме такі функції компонент тензорів повинні, поряд з іншими інваріантними об’єктами, входити в математичний запис фізичних законів, який повинен бути інваріантним відносно способів описання фізичного явища і, зокрема, не повинен залежати від системи координат.

Вкажемо правила утворення інваріантів.

Візьмемо вектор – тензор І рангу 
[image: image363.wmf]A

r

. Складемо скалярний добуток в декартовій системі координат 
[image: image364.wmf](
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. Отриманий вираз є інваріантом (квадратом довжини вектора 
[image: image365.wmf]A
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), бо перетворення різнойменних компонент вектора взаємно обернені. У вектора лише один незалежний інваріант – його довжина, всі інші інваріанти є її функціями.

Тепер візьмемо довільний тензор ІІ рангу 
[image: image366.wmf]T

.

Для тензора ІІ рангу існує три інваріанти: лінійний, квадратичний і кубічний відносно компонент
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4.4. Головні значення і головні напрями симетричних тензорів другого рангу

В кожній точці простору можна провести осі координат так, що лише три компоненти 
[image: image370.wmf]11
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, 
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 симетричного тензора ІІ рангу будуть відмінні від 
[image: image373.wmf]0

. Такі осі називають головними осями, або головними напрямами тензора, а три різні і відмінні від 
[image: image374.wmf]0

 компоненти тензора в головних осях називають його головними компонентами, або головними значеннями. Різниця між коваріантними, контраваріантними і змішаними компонентами в головній системі координат пропадає.

Поставимо задачу відшукати головні напрями і головні значення.

Для довільного симетричного тензора з компонентами 
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 і для кожного напряму 
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 – одиничний вектор, що задає напрям) існує вектор з компонентами 
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. Якщо напрями 
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 співпадають, то 
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 – головні значення тензора і напрям 
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 – головний напрям тензора 
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Наведений вище вираз є короткою формою запису трьох рівнянь:
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Система рівнянь має тривіальний розв’язок при 
[image: image387.wmf]0
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. У випадку, коли 
[image: image388.wmf]1

=

i

i

n

n

, система має ненульовий розв’язок тоді і тільки тоді, коли її визначник буде дорівнювати 
[image: image389.wmf]0
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Звідси отримується рівняння, яке називають характеристичним рівнянням:
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де 
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 – інваріанти тензора.

Корені характеристичного рівняння 
[image: image395.wmf](
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 називають головними значеннями тензора. У симетричного тензора з дійсними компонентами всі головні значення дійсні.

Тензор у головних осях має вигляд:

[image: image398.wmf](
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Вимога 
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=

i

i

n

n

 дає те, що всі осі ортогональні.

Якщо 
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, то є лише одна головна вісь 
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, то будь-який напрям головний.

Підставляючи 
[image: image403.wmf](
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 в систему, отримаємо розв’язки 
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Ілюстративна задача.

Задача. Знайти головні значення і головні осі тензора, що має в деякому базисі наступну матрицю компонент: 
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Розв’язок:
Характеристичне рівняння 
[image: image406.wmf](
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Головні осі направлені вздовж 
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 і вздовж будь-якої пари ортогональних векторів, що лежать у площині векторів 
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. Трійка головних осей не є єдиною, якщо серед головних компонент є однакові.

Задачі для самостійного розв’язання.

1. Виписати детально наступні вирази, використовуючи числові значення індексів, а не їх літерні позначення 
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2. Використовуючи правило додавання за однаковими індексами, записати в скороченій формі формулу для обчислення індивідуальної похідної при ейлеровому описанні руху.

3. У тривимірному просторі обчислити 
[image: image427.wmf]ii
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4. Показати, що будь-який тензор другого рангу представляється у вигляді суми симетричного й антисиметричного тензорів. Чи єдине таке представлення?

5. Розкласти тензор 
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 на симетричну й антисиметричну частини.

6. Знайти згортку за двома парами індексів довільних симетричного та антисиметричного тензорів.

7. Розкласти тензор 
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 на кульову частину і девіатор. Чому дорівнює слід девіатора?
8. Обчислити інваріанти тензора 
[image: image433.wmf]÷
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9. Виразити інваріанти тензора другого рангу через головні значення.

10. Знайти головні значення і головні осі тензора, що має в деякому базисі наступну матрицю компонент:
a)  
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Розділ 5
КІНЕМАТИКА СУЦІЛЬНОГО СЕРЕДОВИЩА
5.1. Швидкості в безмежно малій області суцільного середовища
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З теоретичної механіки відомо, що довільний рух абсолютно твердого тіла можна розкласти на поступальний рух тіла разом з полюсом і обертовий рух навколо полюса
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 – швидкості точок 
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, положення яких відносно деякого початку 
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 визначаються радіус-векторами 
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 – кутова швидкість обертання тіла відносно точки 
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 (рис. 12).
Розглянемо рух елементарного рідкого об’єму суцільного середовища.
Поняття «рідкий» вказує на те, що об’єм складається з одних і тих же частинок, тобто ми його розглядаємо в змінних Лагранжа (рис. 13). Вважаємо, що матеріальний об’єкт змінюється в процесі руху, але складається з одних і тих самих частинок.
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Нехай в декартовій системі координат вектор швидкості в точці 
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 має компоненти 
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 позначаються як 
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. Швидкість у точці 
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 запишемо у вигляді ряду по степенях відстані між 
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Записані вище три співвідношення, еквівалентні одному, сформульованому у векторному вигляді: 
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Тут 
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 – тензор другого рангу, який називається тензором градієнта швидкості. Компоненти тензора градієнтів швидкості визначаються формулами 
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5.2. Теорема Гельмгольца
Розкладаючи тензор градієнта швидкості на його симетричну й антисиметричну частини, отримаємо
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Тоді 
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Причому 
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. Тут, як і раніше, 
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 – обертова складова для абсолютно твердого тіла. Тензор 
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 назвемо тензором вихорів.
Доданок 
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 вказує на деформацію суцільного середовища. Симетричну частину тензора градієнта швидкості, 
[image: image467.wmf]ij
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, назвемо тензором швидкостей деформації. Тобто 
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 – складова, якою відрізняється рух абсолютно твердого тіла і рух рідини.
Теорема Гельмгольца стверджує: в кожний момент часу рух елементарного рідкого об’єму можна представити як рух, що складається з двох рухів – квазітвердого (поступальний рух з полюсом і миттєве обертання відносно цього полюса) і деформаційного.
Щоб описати рух суцільного середовища, треба знати поле швидкості 
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, поле вихорів швидкості 
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 і поле тензора швидкостей деформації 
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5.3. Тензор швидкостей деформації і його властивості
Розглянемо детальніше тензор швидкостей деформації, тобто складову швидкості суцільного середовища, яка є симетричною частиною тензора градієнтів швидкості: 

[image: image472.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

i

j

j

i

ij

x

V

x

V

e

2

1

.
Внаслідок симетрії справедливим є співвідношення
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Компоненти тензора швидкостей деформації в декартовій системі координат визначають наступним чином:
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Маємо поле тензора другого рангу. Знаючи в кожній точці цей тензор, ми знаємо, як веде себе деформаційна складова руху.
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Розглянемо фізичний зміст компонент тензора 
[image: image475.wmf]e

.
Визначимо швидкість відносного видовження відрізка суцільного середовища. В результаті руху суцільного середовища відрізок 
[image: image476.wmf]1
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 (рис. 14). Зміна довжини і напрямку 
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 обумовлена тим, що різні точки середовища рухаються з різними швидкостями.
З геометричної побудови рис. 14 отримуємо 
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або після підстановки виразів векторів через радіус-вектори відносно деякого початку 
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Введемо у розгляд поле швидкості, визначаючи миттєву швидкість точки як похідну її радіус-вектора по часу,
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Тоді справедливим є співвідношення
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Швидкість зміни з часом елементарного рідкого відрізка визначиться наступним чином:
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Візьмемо три елементарних відрізки 
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, направлені вздовж координатних осей (рис. 15). Застосуємо до них отримані результати:
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Спроектуємо ці рівності відповідно на осі 
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Враховуючи означення компонент тензора швидкостей деформації, отримаємо
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тобто діагональні компоненти тензора швидкостей деформації чисельно дорівнюють швидкостям відносних видовжень елементарних рідких відрізків, проведених з даної точки в напрямі осей декартової системи координат.
Кути між відповідними рідкими відрізками позначимо 
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 (рис. 16). Нехай, наприклад, у початковий момент часу 
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. З часом цей кут змінюється. Його косинус можна знайти, використовуючи відомий вираз
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Диференціюючи це співвідношення за часом, отримаємо:
[image: image499.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

×

+

×

×

=

×

-

1

2

2

1

)

(

)

(

1

sin

r

r

dt

d

r

r

dt

d

y

x

xy

xy

r

r

r

r

&

d

d

d

d

d

d

g

g

.
Розглянемо перший доданок у виразі в дужках
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Аналогічні міркування справедливі й для другого доданку
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Тоді 
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оскільки в початковий момент часу 
[image: image503.wmf]1

sin

=

g

xy

.
Фізичний зміст 
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 – швидкість скошування кута між елементарними рідкими відрізками в напрямах осей 
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 декартової системи координат.
Отже, недіагональні компоненти тензора швидкостей деформації в точці суцільного середовища дорівнюють половині швидкості скошування кутів між елементарними рідкими відрізками, обраними в даній точці в напрямах осей декартової системи координат:
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В лівих частинах цих виразів знак «–» змінюється на знак «+», якщо кути зменшуються.
Розглянемо елементарний об’єм 
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. Визначимо швидкість відносного кубічного розширення наступним чином:
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Можна показати, що швидкість відносного об’ємного розширення в точці дорівнює сумі діагональних компонент тензора швидкостей деформацій і дорівнює дивергенції швидкості.
5.4. Геометричні співвідношення Коші
При деформації твердого тіла руху в сенсі перенесення маси немає.
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Розглянемо тверде тіло, яке займає область 
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 простору, обмежену поверхнею 
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 (рис. 17). Тут, на відміну від попередніх параграфів, через 
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 позначений вектор переміщення точки твердого тіла.
Розглядувані вектори мають компоненти, відповідно, 
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Тоді компоненти вектора різниці запишуться у формі
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Компоненти 
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 утворюють тензор. Розкладемо його на симетричну й антисиметричну частини 
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Побудуємо добуток

[image: image525.wmf]j

i

i

j

j

i

i

j

j

i

x

u

x

u

x

u

x

u

P

P

x

x

d

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

=

2

1

r

r

.
Розглянемо другий доданок
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оскільки індекси 
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 можна міняти місцями як німі. 
Цей доданок визначає обертання як абсолютно твердого тіла.
Остаточно отримаємо
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Ці співвідношення називають геометричними співвідношеннями Коші, які виражають деформації через компоненти переміщення.
5.5. Тензор деформацій
Компоненти 
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 утворюють тензор деформацій. Встановимо фізичний зміст компонент тензора деформацій.
Розглянемо елементарний відрізок, направлений вздовж координатної осі 
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[image: image537.wmf]1

Ox

.
Діагональні компоненти тензора деформацій у випадку нескінченно малих деформацій дорівнюють відносним видовженням вздовж декартових осей координат.
Сума діагональних елементів тензора деформацій дорівнює об’ємному розширенню 
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Встановимо фізичний зміст недіагональних компонент. Розглянемо елементарні вектори, направлені вздовж координатних осей 
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. Після деформування вектори перейдуть у 
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, відповідно. При цьому початковий прямий кут між ними стане непрямим і дорівнюватиме 
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звідси 
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При малих кутах (випадок нескінченно малих деформацій, який ми і розглядаємо) 
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, тобто недіагональні компоненти тензора деформацій дорівнюють половині зміни кута між напрямками, що до деформування співпадали з координатними осями.
Кульова частина тензора деформацій визначає зміну об’єму, а девіатор – зміну форми.
Ілюстративна задача.

Задача. Деформація суцільного середовища відбувається за законом 
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 – функція часу, причому 
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. Що відбулося в результаті деформації з матеріальними елементами, початково розміщеними паралельно координатним осям? Знайти тензор деформацій.

Розв’язок:
Відбувається подвійний зсув. Ненульові компоненти тензора деформацій визначаються наступними формулами: 
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Задачі для самостійного розв’язання.

1. В результаті переміщення частинки 
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 середовища опинились у точках з координатами 
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 відносно просторової декартової системи координат. Що відбулося в результаті деформації з матеріальними елементами, початково розміщеними паралельно й перпендикулярно координатній осі 
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? Обчислити компоненти тензора деформацій. Чому дорівнює відносна зміна об’єму?

2. В результаті переміщення з початкового стану частинки 
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 середовища виявились у точках з координатами 
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 відносно просторової декартової системи координат. Що відбулося в результаті деформації з матеріальними елементами, початково розміщеними паралельно координатним осям? Знайти тензор деформацій.

3. Деформація суцільного середовища відбувається за законом 
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. Що відбулося в результаті деформації? Знайти тензор деформацій. Чому дорівнює відносна зміна об’єму?

4. Обчислити компоненти тензора 
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 в просторовій декартовій системі координат і компоненти його девіатора для течій середовища з полями швидкості, що мають у цих координатах компоненти a) 
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5. Обчислити компоненти тензора швидкостей деформацій у просторовій декартовій системі координат для течії середовища з полем швидкості, що має в цій системі координат компоненти 
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. Чи відбувається при цьому русі зміна об’єму, який займають індивідуальні частинки середовища?

6. В деякій точці середовища, в якій відбулася мала деформація, тензор малих деформацій в декартовій системі координат має наступну матрицю компонент: 
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Знайти найбільше і найменше відносне видовження матеріальних елементів у цій точці. Знайти напрями матеріальних елементів, уздовж яких відбувається найбільше і найменше відносні видовження. Обчислити відносну зміну об’єму в цій точці.

Розділ 6

СИЛИ, ЩО ДІЮТЬ У СУЦІЛЬНОМУ СЕРЕДОВИЩІ
6.1. Класифікація сил. Масові, об’ємні і поверхневі сили
В теоретичній механіці в основному мають справу з зосередженими силами, в МСС – в основному з розподіленими силами: масовими і поверхневими.
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Масові (об’ємні) сили – сили, що діють на кожний елемент маси, незалежно від сусідніх елементів. Це, як правило, результат дії на суцільне середовище зовнішніх силових полів (гравітаційного й електромагнітного), сюди ж слід віднести інерційні сили.
Нехай 
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 – елементарний об’єм суцільного середовища (рис. 18), 
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 – головний вектор масових сил, що діють на виділений об’єм, 
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 – маса елементарного об’єму. Тоді густина розподілу масових сил у даній точці 
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Масові сили утворюють поле 
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Для гравітаційного поля 
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Доведення:
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Іноді розглядають об’ємну густину 
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 – силу, що приходиться на одиницю об’єму, 
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В МСС основну роль відіграють не масові, а поверхневі сили. Поверхневі сили – сили взаємодії різних частин (елементів) суцільного середовища. Це сили, які характеризують взаємодію частини тіла, що знаходиться всередині певного об’єму 
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, обмеженого поверхнею 
[image: image601.wmf]t

, і частина тіла, яка знаходиться ззовні цієї поверхні (рис. 19), і так для будь-якої поверхні. 
Густина розподілу поверхневих сил в даній точці визначається наступним чином:
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Головний вектор поверхневих сил, що діють на поверхні,
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Густина розподілу поверхневих сил 
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 поля не утворює, бо залежить від орієнтації площадки і від положення точки.
6.2. Тензор напружень
Розглянемо елементарний рідкий тетраедр (рис. 20). Запишемо рівняння руху центра інерції, використовуючи другий закон Ньютона:
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де 
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 – прискорення центра інерції. В рівняння входять величини різного порядку малості (
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За третім законом Ньютона 
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 (рис. 21). Тоді рівняння набере вигляду

[image: image611.wmf]0

=

-

-

-

z

k

y

j

x

i

n

n

p

p

p

p

ds

ds

ds

ds

r

r

r

r

.
Приймемо позначення 
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. В цих позначеннях рівняння запишеться так:

[image: image615.wmf]0

=

-

-

-

z

z

y

y

x

x

n

n

p

p

p

p

ds

ds

ds

ds

r

r

r

r

.
Враховуючи, що 
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 – напрямні косинуси нормалі до поверхні (компоненти 
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Отже, наведені вище міркування дозволяють пов’язати густини поверхневих сил на довільній площадці з густинами поверхневих сил на площадках, що мають орієнтацію площин декартової системи координат.
Спроектуємо отриману рівність на осі декартової прямокутної системи координат 
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Ці співвідношення можна записати в еквівалентному вигляді
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тензор другого рангу, який природно назвати тензором напружень.
В загальному випадку тензор напружень може залежати від часу і положення матеріальної точки. Тоді 
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Хоча густин розподілу поверхневих сил в кожній точці безліч, тензор напружень у даній точці єдиний. Для характеризації напруженого стану в даній точці треба знати тензор напружень у цій точці. Тензор напружень утворює поле.
Перший індекс компоненти тензора напружень вказує на орту зовнішньої нормалі до поверхні, на якій розглядаємо розподіл поверхневих сил, другий – визначає вісь, на яку проектується вектор густини поверхневої сили.
Діагональні компоненти тензора напружень дають інформацію про нормальну складову поверхневої сили, а недіагональні компоненти характеризують дотичні складові поверхневих сил.
Ілюстративна задача.

Задача. Нехай тензор напружень у точці має вигляд: 
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Визначити вектор напруження в цій точці на площадці з одиничним вектором нормалі 
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. Визначити величину напруження і тангенціальну складову вектора напружень.

Розв’язок:
За означенням, вектор напружень визначається наступним чином: 
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Отже, в нашому випадку
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Тоді вектор напружень 
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його величина (модуль) 
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а тангенціальна складова –
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Розділ 7
БАЗОВІ ЗАКОНИ МСС
7.1. Закон збереження маси суцільного середовища
Розглянемо скінчений рідкий об’єм 
[image: image635.wmf]t

 суцільного середовища. Закон збереження маси формулюється так: маса будь-якого індивідуального об’єму (об’єму, який складається з одних і тих же частинок) не змінюється, тобто індивідуальна похідна по часу від маси рівна 
[image: image636.wmf]0

.
Інтегральна форма запису закону: 
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Густина 
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 може і не зберігатися, оскільки об’єм під час руху може змінюватися.
Закон збереження маси можна сформулювати у диференціальній формі:
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Або беручи до уваги, що
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отримуємо
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Це рівняння справедливе для довільного індивідуального об’єму і задовольняється тоді і тільки тоді, коли

[image: image642.wmf]0

div

=

+

V

dt

d

r

r

r

.
Це перше основне диференціальне рівняння називають рівнянням нерозривності.
Запишемо індивідуальну похідну у вигляді
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Використовуючи цей вираз, можемо отримати іншу форму запису рівняння нерозривності
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Для стаціонарного поля густини рівняння нерозривності має вигляд 
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а для нестисливого суцільного середовища – 
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Крім маси 
[image: image647.wmf]m

 є інші фізичні характеристики, які залишаються постійними під час руху в будь-якому індивідуальному об’ємі суцільного середовища. Наприклад, 
[image: image648.wmf]N

 – число молекул або атомів у довільному індивідуальному об’ємі, де відсутні хімічні реакції й процеси іонізації, – залишається постійним у цьому об’ємі. 
Вводячи число молекул або атомів в одиниці об’єму
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отримаємо аналогічне диференціальне рівняння
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7.2. Рівняння нерозривності для багатокомпонентних сумішей
Суміші, що складаються з декількох компонент (наприклад, суміш водню, кисню і парів води; сплав олова і міді; розчин солі у воді; плазма – суміш вільних електронів і іонів), можна представити як сукупність кількох континуумів, які заповнюють один і той же об’єм. Цей об’єм вважають зайнятим даною сумішшю. Для кожного з таких континуумів можна ввести свою густину і свою швидкість. У випадку, коли в суміші не відбуваються хімічні реакції або іонізація, для кожної з компонент суміші повинен виконуватися закон збереження маси. Тому можна записати стільки рівнянь нерозривності, скільки є складових компонент у суміші:
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Якщо в суміші відбуваються хімічні реакції чи іонізація, то маси компонент можуть змінюватись. Введемо 
[image: image653.wmf]i

c

 – зміна маси 
[image: image654.wmf]i

-ї компоненти суміші в одиницю часу на одиницю об’єму за рахунок хімічної реакції або іонізації. Тоді рівняння нерозривності для компонент суміші можна записати у вигляді 
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Основний закон хімічних реакцій полягає в тому, що загальна маса суміші залишається постійною, і тому 
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Тоді для суміші в цілому
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Можна ввести у розгляд одну густину і одну швидкість суміші як цілого. За означенням, маса суміші в даному об’ємі дорівнює сумі мас компонент в цьому ж об’ємі
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де 
[image: image661.wmf]t

 – об’єм суміші.
Тоді густина суміші визначається як

[image: image662.wmf]å

=

=

N

i

i

1

r

r

.
Якщо швидкість суміші в цілому визначити як швидкість спільного центра мас індивідуальних об’ємів, що відповідають компонентам суміші, то 
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Тобто рівняння нерозривності для багатокомпонентної суміші (реагуючої і нереагуючої) має вигляд, подібний до рівняння нерозривності однорідного тіла:
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7.3. Рівняння нерозривності у випадку процесів з дифузією
Може статися, що всі компоненти суміші рухаються з однаковими швидкостями, які співпадають із швидкістю руху суміші в цілому. Такого роду процеси є процесами без дифузії. Якщо швидкості компонент різні, то має місце дифузія; в цьому випадку одні компоненти суміші рухаються відносно інших.
У випадку наявності хімічної взаємодії і дифузії рівняння маємо для компонент суміші 
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Різниця 
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 – швидкість 
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-ї компоненти суміші відносно середовища в цілому, 
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 характеризують зміну маси 
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-ї компоненти в об’ємі, що рухається зі швидкістю 
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-ї компоненти. Частинки, що складають 
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-у компоненту, входять в цей об’єм і виходять з нього. Вектори 
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 називають векторами потоку дифузії.
Закони дифузії в різних випадках можуть бути різними, але в будь-якому випадку виконується умова
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Для суміші в цілому знову виконується рівняння
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Отже, рівняння нерозривності має універсальний характер і виконується при рухах будь-якого матеріального середовища, його вигляд не залежить від властивостей середовища. В рівняння нерозривності у випадку стисливого середовища входять чотири невідомі функції: густина і три компоненти швидкості; у випадку нестисливого середовища в нього входять лише три невідомі функції – компоненти швидкості. Для розв’язку задач МСС одного рівняння нерозривності недостатньо.
7.4. Закон про зміну кількості руху суцільного середовища
Закон формулюється наступним чином: індивідуальна похідна за часом від головного вектора кількості руху рідкого об’єму суцільного середовища дорівнює сумі головного вектора масових і головного вектора поверхневих сил, що діють на цей об’єм: 
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Виконаємо перетворення 
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оскільки
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Крім того,
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Тоді 
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В силу довільності вибору об’єму суцільного середовища інтеграл обертається у нуль, якщо підінтегральна функція дорівнює нулю.
Отримаємо рівняння динаміки в напруженнях
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яке в розгорнутому вигляді записується так:
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Оскільки 
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Величину, яка стоїть у правій частині останньої рівності, називають дивергенцією тензора другого рангу.
Маємо
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Дивергенція тензора другого рангу є вектором 
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Тоді рівняння динаміки в напруженнях можна записати в індексній формі 
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Часто пишуть 
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 замість 
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, що в загальному випадку невірно. Даний запис справедливий, якщо встановимо, що тензор напружень симетричний, тобто, якщо виконуються умови 
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7.5. Класичний закон про зміну моменту кількості руху
Розглянемо скінчений рідкий об’єм суцільного середовища.
Закон формулюють наступним чином: індивідуальна похідна за часом від головного вектора моменту кількості руху рідкого об’єму суцільного середовища дорівнює сумі моментів масових і поверхневих сил, що діють на цей об’єм:
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Зробимо перетворення 
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Оскільки 
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У свою чергу
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Далі отримуємо
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Підставивши отримані співвідношення, маємо
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Використаємо рівняння
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і умову для обертання попереднього інтеграла в нуль. Тоді в силу довільності вибору об’єму суцільного середовища підінтегральна функція повинна дорівнювати нулю. Внаслідок цього отримаємо 
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Але 
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Тоді останнє рівняння можна переписати у вигляді
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Проектуючи цю рівність на осі декартової системи координат, отримаємо 
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Ці співвідношення називають законом парності дотичних напружень. Закон парності дотичних напружень є безпосереднім наслідком закону про зміну моменту кількості руху у випадку відсутності внутрішніх моментів імпульсу і зовнішніх масових і поверхневих моментів.
7.6. Закон про зміну моменту кількості руху
Зауважимо, що симетрія тензора напружень 
[image: image716.wmf]P

 виконується не завжди.
Розглянемо систему, що складається з ядра і електрона, який обертається навколо нього, тобто атом. Електрон обертається по орбіті зі швидкістю, що наближається до швидкості світла, і тому, навіть при малому розмірі атома, система ядро – електрон має значний власний момент кількості руху. Момент кількості руху за рахунок обертання електрона по орбіті називають орбітальним моментом кількості руху. Крім того, електрон, а також ядро мають власний момент кількості руху – спін, наявність якого не можна пояснити за допомогою введення відповідного механічного руху.
Таким чином, всі атоми мають власні моменти кількості руху 
[image: image717.wmf]k

r

. Але сума цих моментів кількості руху для всіх атомів у силу хаотичності руху в багатьох випадках дорівнює нулю. Однак рух елементарних частинок можна впорядкувати, наклавши, наприклад, магнітне поле, і тоді сума внутрішніх моментів усіх атомів буде відмінна від нуля. В цьому випадку у вираз для моменту кількості руху макроскопічного об’єму суцільного середовища повинна, взагалі кажучи, входити сума власних моментів кількості руху
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Власні моменти імпульсу стали розглядатися в МСС лише останнім часом, коли коло задач у зв’язку з потребами сучасної техніки дуже розширилось. У класичних питаннях МСС внутрішні моменти 
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 не враховуються і момент кількості руху об’єму суцільного середовища визначається лише як
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Вводячи в розгляд внутрішні моменти 
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, треба допустити існування розподілених масових і поверхневих моментів. Тобто вважати, що на кожну частку суцільного середовища діють розподілені масові і поверхневі сили. Але може статися так, що дію зовнішніх матеріальних об’єктів не можна замінити лише цими силами, а треба вводити також масові і поверхневі моменти (наприклад моменти, що діють на кожний елемент магнітної стрілки у магнітному полі Землі; моменти, що діють на діелектричну частинку з боку [image: image1716.emf] 
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зовнішнього електричного поля).
Нехай реальне середовище має складну будову, і в ньому є елементи, що мають витягнуту форму. Характерний розмір мікрочастинок 
[image: image722.wmf]l

, а характерний макророзмір 
[image: image723.wmf]L

. Тоді якщо 
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, то можемо використовувати модель суцільного середовища. В результаті, наприклад, дії зсувної течії вісь симетрії частинки описує конічну поверхню (рис. 22), тобто на дану частинку діє момент розподілених сил, що викликає обертання, і сила, яка викликає рух частинки вперед. При цьому частинки будуть мати власний момент кількості руху.
Позначимо через 
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 і 
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 віднесені до одиниці маси і поверхні моменти відповідно масових і поверхневих пар. Тоді рівняння моментів кількості руху для скінченого індивідуального об’єму суцільного середовища буде 
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Тоді закон про зміну моменту кількості руху сформулюємо так: похідна за часом від моменту імпульсу довільного індивідуального об’єму суцільного середовища (з врахуванням власних моментів) дорівнює сумі моментів зовнішніх масових і поверхневих сил, які діють на цей об’єм, і сумі моментів діючих на цей об’єм розподілених масових і поверхневих моментів, викликаних зовнішніми по відношенню до об’єму матеріальними об’єктами.
Рівняння моментів імпульсу, як і рівняння імпульсу, постулюється для індивідуального об’єму суцільного середовища подібно тому, як для матеріальної точки постулюється другий закон Ньютона. Підкреслимо, що останнє рівняння не випливає з рівняння моментів кількості руху механіки системи матеріальних точок, а є самостійним рівнянням.
В загальному випадку 
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не виконується і закон парності дотичних напружень не має місця, тобто 
[image: image729.wmf]ji
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. В класичній механіці суцільного середовища (у випадку відсутності внутрішніх моментів імпульсу і зовнішніх масових і поверхневих моментів) закон парності дотичних напружень залишається справедливим: 
[image: image730.wmf]ji
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. Класична механіка розглядає рідину порівняно простої молекулярної будови, тому допущення справедливе.
Раніше ми отримали чотири універсальних рівняння, які описують рух суцільного середовища. Тепер до них додались три рівняння моментів кількості руху. В класичному випадку ці три додаткових рівняння не містять нових невідомих, а просто зменшують число невідомих компонент тензора напружень до шести.
Однак отримана система рівнянь руху все ще незамкнута. Для компонент тензора напружень у ряді випадків можна написати додаткові формули, пов’язані з фізичними особливостями конкретних моделей суцільного середовища, і після цього значно просунутися на шляху отримання замкнутої системи рівнянь.
7.7. Закон про зміну кінетичної енергії суцільного середовища
Використаємо рівняння закону про зміну імпульсу в інтегральній формі
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Після перетворень раніше отримали
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Помножимо останнє рівняння скалярно на швидкість 
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Звідки 
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Оскільки перший інтеграл можна перетворити наступним чином:
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а останній інтеграл можна записати як
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теорему Остроградського–Гауса та позначивши
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отримуємо інтегральну форму закону про зміну кінетичної енергії
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Сам закон формулюється наступним чином: індивідуальна похідна за часом від кінетичної енергії виділеного рідкого об’єму дорівнює сумі потужностей масових, поверхневих і внутрішніх сил, де 
[image: image741.wmf]in

N

 – густина розподілу потужностей внутрішніх сил. Це твердження іноді називають теоремою живих сил. Воно є наслідком рівняння закону про зміну імпульсу і являє собою рівняння балансу механічної енергії.
Достатньо легко можна вивести диференціальну форму закону про зміну кінетичної енергії
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Розглянемо детальніше 
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7.8. Метод контрольних поверхонь (об’ємів)
Знайдемо силу, з якою рідина діє на тіло, яке має поверхню 
[image: image748.wmf]0
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 і знаходиться в ній. Позначимо 
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 – головний вектор сил, з яким рідина діє на тіло,
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 – густина розподілу поверхневих сил по поверхні тіла.

Оточимо тіло разом з рідиною контрольною поверхнею 
[image: image752.wmf]s

 (рис. 23).

Застосуємо закон про зміну кількості руху до контрольного об’єму – об’єму, оточеного контрольною поверхнею:
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 і є головним вектором сил, з яким рідина діє на тіло. В рівняння цей доданок входить із знаком мінус, оскільки його напрямок є протилежним до напрямку зовнішньої нормалі до поверхні 
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. Масовою силою, як правило, нехтуємо, тобто 
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Тоді маємо 
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Пам’ятаючи, що 
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і в стаціонарному випадку 
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Теорема: конвективна похідна по часу від інтеграла деякої фізичної величини по об’єму дорівнює переносу даної фізичної величини через контрольну поверхню, що обмежує область інтегрування,
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Доведення: розіб’ємо об’єм 
[image: image762.wmf]t

 на елементарні трубки току 
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 і для кожної з них складемо вираз безмежно малої конвективної зміни інтеграла від величини 
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 по об’єму елементарної трубки, що відбувається за час 
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 в результаті переміщення цього об’єкта з положення 
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 в положення 
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 (рис. 24).

Конвективний приріст величини 
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 обумовлений лише зміною положення об’єму інтегрування в координатному полі 
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Отже, інтеграл по загальній частині 
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 нового і старого об’ємів на цей приріст не вплине і може бути відкинутий. Тоді
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Оскільки розглядувані об’єми є елементарними, то справедливими будуть наступні міркування: об’єм 
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Тут 
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 – добуток фізичної величини 
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 на щосекундну об’ємну витрату 
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 є перенесення величини 
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 через цю площадку.

Виконуючи додавання цих величин по всіх елементарних трубках, на які розбито об’єм 
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, отримаємо інтеграл 
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 через контрольну поверхню 
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Безмежно мала конвективна зміна інтеграла фізичної величини по об’єму за час 
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Застосовуючи загальні теореми механіки до кінцевих об’ємів суцільного середовища, ми можемо знаходити інтегральні характеристики. Причому це можна робити, не знаючи розв’язок всюди, а знаючи розв’язок лише на контрольних поверхнях (не обов’язково поблизу тіла).

Ілюстративна задача.[image: image1720.wmf]1
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Задача. Рідина рухається по нерухомій викривленій трубці (рис. 25). Визначити загальну силу, з якою рідина діє на внутрішні тіла і на поверхню трубки. На вході тиск, густина рідини та площа перерізу трубки рівні, відповідно, 
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Розв’язок:
Необхідно знайти результуючу силу тиску рідини на поверхню 
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 – поверхні тіл у рідині. За контрольну поверхню візьмемо поверхню, що оточує трубку, а 
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 є її частинами. Тоді використання методу контрольних поверхонь дає 
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Задача 7. Для попередньої задачі визначити результуючий момент, що діє на внутрішні тіла і на поверхню трубки з боку рідини.

Розв’язок:
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Розділ 8

ПОНЯТТЯ ПРО КРИВОЛІНІЙНІ ОРТОГОНАЛЬНІ СИСТЕМИ КООРДИНАТ
8.1. Інваріантність тензорів відносно вибору системи координат, метрика простору
Розглянемо дві довільні (в загальному випадку криволінійні) системи координат 
[image: image810.wmf]3

2

1

,

,

z

z

z

 і 
[image: image811.wmf]3

2

1

,

,

h

h

h

 з відповідністю координат 
[image: image812.wmf])

,

,

(

3

2

1

h

h

h

z

z

i

i

=

. Існує зв’язок приростів координат 
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[image: image817.wmf]i

j

a

 утворюють матрицю 
[image: image818.wmf]A

, величини 
[image: image819.wmf]i

j

b

 утворюють матрицю 
[image: image820.wmf]B

.

Матриці 
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 введені для прямого і зворотного переходів, тому їх добуток – одинична матриця 
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Система координат 
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Позначимо в системі координат 
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Інваріантність вектора відносно вибору системи координат забезпечується взаємною оберненістю перетворень компонент вектора і векторів базису, тобто
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 (коваріантне перетворення),
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 (контраваріантне перетворення).

Розглянемо тензор другого рангу 
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 – поліадні добутки, які залежать від системи координат. Інваріантність тензора другого рангу відносно вибору системи координат забезпечується взаємною оберненістю перетворень компонент і поліадних добутків.

Те ж поширюється на тензор будь-якого рангу
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Введемо метрику простору, тобто вкажемо спосіб визначення довжин у просторі.

Квадрат довжини 
[image: image843.wmf]r
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 у довільній (в загальному випадку криволінійній) системі координат має вигляд:
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де введено позначення 
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В декартовій ортогональній системі координат для евклідового простору метричний тензор представляється одиничною матрицею, для псевдоевклідового – діагональною матрицею з ненульовими компонентами 
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8.2. Метричні величини криволінійної ортогональної системи координат
Нехай декартова система координат пов’язана з деякою системою криволінійних ортогональних координат співвідношеннями
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Положення в просторі індивідуальної частинки задається радіус-вектором 
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Одиничні орти, 
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, криволінійної системи координат визначаються формулами
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Тут 
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 – коефіцієнти Ламе.
Орти 
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Довжина елементарного відрізка координатної лінії визначається як
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а квадрат довжини відрізка лінії –
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Площі елементарних площадок, обмежених координатними поверхнями, знаходяться наступним чином: 
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Елементарний об’єм визначається формулою
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8.3. Основні диференціальні оператори криволінійної ортогональної системи координат
Розглянемо градієнт скалярної функції
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В циліндричній системі координат
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Використовуючи означення 
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знайдемо вираз для дивергенції вектора
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Формули складових ротора вектора мають вигляд:
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Оператор Лапласа
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В циліндричній системі координат 
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або після перетворень
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Усферичній системі координат
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після перетворень маємо
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8.4. Компоненти тензорів та рівняння МСС у криволінійній ортогональній системі координат
Розглянемо компоненти тензора швидкостей деформації в криволінійних координатах.

Компоненти швидкості в криволінійній ортогональній системі координат записуються наступним чином:
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Розглянемо елементарний рідкий відрізок, квадрат довжини якого визначається як
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Продиференціюємо цей вираз по часу
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Розглянемо окремо похідні, що входять до цього виразу:
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Підставимо знайдені вирази в формулу:
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Якщо всі ці викладки повторити в декартовій системі координат, то зрештою отримаємо: 
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 – компоненти тензора швидкостей деформації.

Порівняємо ці два вирази і, відповідно, назвемо компонентами тензора швидкостей деформації коефіцієнти при добутку 
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, тобто діагональними компонентами будуть
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а недіагональними компонентами –
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[image: image890.wmf].
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Рівняння нерозривності в криволінійній системі координат має вигляд:
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рівняння динаміки в напруженнях
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Слід зазначити, що якщо закони сформульовано у тензорному випадку з самого початку, то їх вигляд не змінюється залежно від системи координат. Наприклад, узагальнений закон Гука, що формулюється в механіці деформівного твердого тіла, і закон Ньютона не змінюються, оскільки початково вони сформульовані як тензорні закони.

Ілюстративні задачі.

Задача 1. Виразити базисні вектори 
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 сферичної системи координат через орти декартової 
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Розв’язок: 

[image: image899.wmf](

)

(

)

(

)

k

j

i

r

r

r

r

r

j

r

j

q

r

j

q

r

cos

sin

sin

sin

cos

+

+

=

,

[image: image900.wmf](

)

(

)

(

)

k

j

i

r

r

r

r

j

j

q

j

q

r

cos

sin

sin

sin

cos

+

+

=

'

,

[image: image901.wmf](

)

(

)

(

)

k

j

i

r

r

r

r

j

r

j

q

r

j

q

r

j

sin

cos

sin

cos

cos

-

+

+

=

'

,

[image: image902.wmf](

)

(

)

j

i

r

r

r

j

q

r

j

q

r

q

sin

cos

sin

sin

+

-

=

'

.

Задача 2. Безпосередньо визначити компоненти метричного тензора в сферичній системі координат.
Розв’язок:
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Метрика простору 
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Задачі для самостійного розв’язання.

1. Осі декартової системи координат 
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 навколо осі 
[image: image913.wmf]Oz

. Отримати коефіцієнти перетворення осей.

2. Виразити базисні вектори 
[image: image914.wmf]z

'

r

, 
[image: image915.wmf]q
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[image: image916.wmf]r
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 циліндричної системи координат через орти декартової 
[image: image917.wmf]i

r

, 
[image: image918.wmf]j
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, 
[image: image919.wmf]k
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3. Безпосередньо визначити компоненти метричного тензора в циліндричній системі координат.

КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ ПО МОДУЛЮ І.

1. Способи опису руху суцільного середовища, еквівалентність, взаємоперехід.

2. Індивідуальна, локальна і конвективна похідні.

3. Векторне поле, векторні лінії, поверхні, трубки, критичні точки.

4. Траєкторії руху та лінії току (рівняння), стаціонарні та нестаціонарні поля.

5. Диференціальні оператори, безвихрові та соленоїдальні поля.

6. Теореми Остроградського – Гауса та Стокса.

7. Кінематична теорема Томсона, кінематичні теореми Гельмгольца.

8. Тензор (кількість компонент, ранг, дії над тензорами), індексна форма запису.

9. Тензор градієнта швидкості, теорема Гельмгольца.

10. Симетрування тензора. Шарова та девіаторна частини.

11. Інваріанти тензора.

12. Головні значення та головні напрями тензора, їх знаходження.

13. Тензор швидкостей деформацій (зміст компонент, першого інваріанта).

14. Тензор деформацій (зміст компонент, першого інваріанта, рівняння Коші).

15. Сили, що діють у суцільному середовищі.

16. Тензор напружень.

17. Закон збереження маси. Рівняння нерозривності.

18. Закон зміни кількості руху. Рівняння в напруженнях.

19. Закон зміни моменту кількості руху. Закон парності дотичних напружень.

Закон зміни кінетичної енергії. Густина розподілу потужностей внутрішніх сил. МОДУЛЬ ІІ

Розділ 9.

РЕОЛОГІЯ СУЦІЛЬНИХ СЕРЕДОВИЩ
9.1. Предмет реології
У переважній кількості випадків, що розглядаються в рамках механіки суцільних середовищ, основних законів механіки недостатньо для побудови математичної моделі реального явища. Всі теореми і результати, які було отримано в попередньому модулі, справедливі для будь-якого суцільного середовища. При цьому не враховувалась поведінка реального матеріалу (рідина, газ, тверде тіло), що є суттєвим моментом для моделювання механічних процесів. Отже, в модель необхідно залучити рівняння, які виражають основні закономірності поведінки, характерні для реальної речовини.

Реологія – розділ механіки, що встановлює механічну поведінку середовищ. Це наука про деформації (течії) реальних матеріалів.

Існують два граничних випадки деформування реальних матеріалів.

Розглянемо перший з них. Дослідимо стержень довжиною 
[image: image920.wmf]l

, який внаслідок дії певної системи сил видовжився на 
[image: image921.wmf]l

D

. Така зміна стану стержня характеризується відносною деформацією 
[image: image922.wmf]l

l

D

. Внаслідок такої деформації в зразку виникнуть напруження, які обчислюються за формулою: 
[image: image923.wmf]S
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Загалом, кожному значенню напруження можна поставити у відповідність цілком визначену відносну деформацію. При цьому зв’язок між напруженням і відносною деформацією може мати характер простої пропорційної залежності. Така ситуація спостерігається, як правило, для дуже малих відносних деформацій 
[image: image924.wmf]1
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Вважаємо, що деформування відбувається миттєво. Тобто це не процес, який має певну тяглість у часі, а миттєва зміна станів. Деформації такого типу називаються пружними, якщо після зняття навантаження тіло повністю відновлює свою форму. 

Якщо при цьому існує лінійна пропорційність між 
[image: image925.wmf]s

 і 
[image: image926.wmf]l

l

D

, то кажуть, що для даного матеріалу (тіла) виконується закон Гука. 

Характерно, що механічна енергія, яка підводиться до зразка, переходить в енергію пружної деформації, і при розвантаженні зворотний процес відбувається без втрат. Тіла, що мають такі властивості, називають лінійно пружними тілами.

Другий граничний випадок. Нехай процес деформування протікає в часі, і відносна деформація може необмежено збільшуватися при необмеженому проміжку часу. Таку деформацію називають течією. При цьому кожному напруженню ставиться у відповідність цілком певна швидкість деформації. Якщо зв’язок між ними має вигляд простої пропорційної залежності, яка називається законом Ньютона, то такі середовища називають ньютонівськими рідинами. 

Течія відбувається з втратами енергії, яка перетворюється в теплову енергію руху мікрочастинок, що передається в просторі від більш нагрітого тіла (частини) до менш нагрітого. Процес необоротного перетворення механічної енергії в теплову називається дисипацією механічної енергії.

Слід зазначити, що пружна деформація і течія є граничними випадками поведінки середовища. Пружна деформація властива твердим тілам, деформація течії – рідинам, газам і плазмі.

9.2. Ідеальна рідина

Розглянемо детальніше процес течії. Використаємо для цього модельне уявлення про рідину (газ), яке буде відображати тільки найсуттєвіші властивості такого суцільного середовища.


[image: image927]
Ідеальна рідина (газ) – середовище, в якому дотичні складові поверхневої сили дорівнюють 
[image: image928.wmf]0

, тобто 
[image: image929.wmf]0
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[image: image930.wmf]j
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 (рис. 26).

Якщо надати рідині поршнем імпульс сили (рис. 27), то при обраній моделі шари І і ІІ, ІІ і ІІІ взаємодіяти один з одним при такому горизонтальному русі не будуть. Тоді шар ІІ зсунеться, а І і ІІІ залишаться на місці, тобто порушується гіпотеза суцільності.

Тому модель ідеальної рідини – це модель, в якій ми кількісно не враховуємо дотичні складові поверхневих сил через їх малісті порівняно з нормальними складовими, але розуміємо, що саме вони якісно забезпечують нам суцільність середовища.

Експериментальні дані і загальні фізичні міркування показують, що будь-яке середовище при дуже великих температурах і тисках практично є ідеальною рідиною.

До цього для вектора напружень, що діє по площадці з вектором нормалі 
[image: image931.wmf])
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У проекціях на осі декартової прямокутної системи координат цей вираз можна записати у вигляді трьох співвідношень (див. модуль І ):
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Для ідеальної рідини маємо:


[image: image935.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

=

=

=

,

,

,

n

z

zz

z

nz

n

y

yy

y

ny

n

x

xx

x

nx

p

n

p

n

p

p

n

p

n

p

p

n

p

n

p


де 
[image: image936.wmf]n

p

 – модуль густини розподілу поверхневих сил (нормальних складових). Звідси
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тобто в даній точці нормальна складова поверхневої сили є величина, незалежна від орієнтації площадки. Прийнято
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де 
[image: image939.wmf]p

 – гідростатичний тиск. 

Вибір знака диктується бажанням увести тиск як додатну величину. 

Під дією зовнішніх сил в рідині та газі можуть виникати внутрішні напруження. Рідини не мають певної форми, практично зберігають свій об’єм, гази не мають ні певної форми, ні фіксованого об’єму. В рідині при стиску сили відштовхування між молекулами можуть бути значними. Тому говорять не про розтягуючі або зсувні напруження, а про стискаючі.

Тензор напружень для ідеальної рідини має вигляд:
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тензорна поверхня в цьому випадку буде сферою. 

Тоді у векторному вигляді можемо записати 
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і реологічне рівняння набере вигляду 
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де 
[image: image943.wmf]E

 – одинична матриця (метричний тензор евклідового простору в декартовій системі координат). 

Отже, тензор напружень в ідеальній рідині задається одним числом, а не дев’ятьма чи шістьма значеннями, як це має місце в загальному випадку.

9.3. Рівняння Ейлера

Підставимо реологічне рівняння стану в рівняння динаміки в напруженнях:


[image: image944.wmf]p
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Це рівняння динаміки ідеальної рідини називають рівнянням Ейлера. У проекціях на декартові осі координат рівняння Ейлера запишеться
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Виконаємо наступні перетворення: 
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÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

-

+

+

¶

¶

+

¶

¶

=

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

w

x

w

z

u

v

y

u

x

v

w

v

u

x

t

u

z

u

w

y

u

v

x

u

u

t

u

dt

du

)

(

2

1

2

2

2



[image: image952.wmf](
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де 
[image: image953.wmf]w

r

 – вектор вихору. 

Аналогічні формули мають місце для проекцій прискорення на осі 
[image: image954.wmf]y

 і 
[image: image955.wmf]z

. Тому прискорення у векторному вигляді запишеться у формі 
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Остаточно рівняння руху ідеальної рідини у векторному вигляді запишеться так:
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Це рівняння називають рівнянням руху Ейлера у формі Громеки – Лемба.

Таке перетворення прискорення можна застосовувати для будь-яких суцільних середовищ, і воно є дуже корисним при вивченні багатьох питань гідромеханіки.

В деяких випадках можна додатково вважати, що розглядуваний рух ідеальної рідини є стаціонарним або що рідина є нестисливою. Тоді до системи рівнянь додається умова
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Остання умова замикає систему рівнянь, що описує рух ідеальної нестисливої рідини.

Наведемо повністю систему рівнянь для ідеальної нестисливої рідини:
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9.4. В’язка ньютонівська рідина

В’язкою рідиною називають середовище, в якому компоненти тензора напружень 
[image: image962.wmf]ij

p

 залежать від компонент тензора швидкостей деформацій.

Знайдемо реологічне рівняння для в’язкої рідини за допом[image: image1721.wmf]V

r

rot

огою феноменологічного підходу, тобто виходячи з експериментально визначених фактів. В основі цього підходу лежать спостереження і встановлення певного зв’язку між досліджуваними величинами. Взагалі кажучи, в будь-якому дослідженні перший етап завжди експериментальний. Його мета - помітити деякі особливості, закономірності для того об’єкта, який вивчається.

Дослідимо частинний вигляд течії (найпростіший із можливих) з полем швидкості 
[image: image963.wmf])
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. Таку течію називають шаровою (квазіодномірною) течією.

Практично вона реалізується в приладах – віскозиметрах. Схему віскозиметра наведено на рис. 28. Досліджуване середовище знаходиться між двома циліндрами. Один циліндр обертається, другий нерухомий. За таких умов лінії току представляють собою концентричні кола. Якщо 
[image: image965.wmf]1
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, то рідина в цьому шарі не буде відчувати кривизну цих циліндрів. Епюра швидкості в площині 
[image: image966.wmf]xy

 показана на рис. 29.

[image: image1722.wmf]бічн
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Оскільки відбувається зсув в одному напрямі, то тензор швидкостей деформацій для даного випадку має вигляд:
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Ненульові компоненти дають інформацію про швидкість зсуву.

У процесі експерименту встановлено, що дотичні складові поверхневої сили 
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 (напруження тертя) пропорційні величині 
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 – зсув, а 
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 – швидкість зсуву. Тобто 
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Отже, експериментально знайдено закономірність
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де 
[image: image975.wmf]1
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 – деяка фізична стала матеріалу, незалежна ні від напруження, ні від швидкості зсуву.

Ця закономірність носить назву закону Нав’є-Стокса. У такій формі закон виконується при малих швидкостях деформації. Відзначимо, що закон Нав’є-Стокса для повітря, води і деяких інших рідин виявляється застосовним і в тих випадках, коли компоненти тензора швидкостей деформацій не малі.

Розділ МСС, у якому розглядаються рухи суцільного середовища, що підкоряється закону Нав’є-Стокса, називають теорією руху в’язкої рідини.

У знаходженні такої закономірності полягає суть експериментального етапу. Але цього виявляється недостатньо, оскільки розглянуто лише частинний випадок окремої течії. Наша задача – виходячи з отриманого співвідношення 
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, вивести зв’язок між 
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 і 
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 для довільного поля швидкостей.

Наступний етап – етап гіпотез і логіки. В найзагальнішому випадку треба знати тензор напружень і побудувати його залежність від тензора швидкостей деформацій. Тобто якщо відомий закон розподілу швидкостей у просторі 
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Це можна зробити, ввівши певні гіпотези і припущення.

Основна гіпотеза: припустимо, що тензор напружень є лінійною функцією тензора швидкостей деформацій, тобто 
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Природа коефіцієнтів 
[image: image984.wmf]a

 і 
[image: image985.wmf]b

 поки невідома, отже, вони, в загальному випадку, довільні.

Визначимо, чим може бути коефіцієнт 
[image: image986.wmf]b

. Поставимо питання: чи може 
[image: image987.wmf]b

 залежати від компонент тензора швидкостей деформацій або тензора напружень? Очевидно, що не може, інакше порушиться лінійний закон даного виразу. Проте 
[image: image988.wmf]b

 може бути скалярною або тензорною функцією. Але ми повинні враховувати і результати, отримані на першому етапі. Тоді якщо середовище має ізотропні властивості, то коефіцієнт 
[image: image989.wmf]b

 являє собою скалярну функцію. Якщо ж середовище анізотропне, то це відображається на коефіцієнті 
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, і 
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 – тензорна функція.

Природно припустити, що в нашому випадку низькомолекулярних рідин і газів, середовище має ізотропні властивості, отже, 
[image: image992.wmf]b

 – скаляр, і з першого етапу маємо
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Визначимо, чим може бути коефіцієнт 
[image: image994.wmf]a

. Цей коефіцієнт може залежати від компонент 
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Причому закон, який ми хочемо отримати, не повинен залежати від системи відліку, тобто в найзагальнішому випадку 
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 – перші (лінійні) інваріанти тензорів 
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Оскільки лінійний характер залежності повинен зберігатися, то 
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тоді 
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Приймемо


[image: image1004.wmf]V

p

a

ii

r

div

3

1

l

+

=

.

Пам’ятаємо, що реологічне рівняння стану ідеальної рідини має вигляд:
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Введемо другу гіпотезу: припустимо, що 
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тобто середнє арифметичне діагональних компонент тензора напружень, взяте з протилежним знаком, за аналогією назване гідростатичним тиском, дійсно є тиском у термодинаміці.

Тоді рівняння набере вигляду
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Чи є це законом? Треба перевірити на практиці, дослідним шляхом.

Отже, знову повертаємось до експериментального етапу. Чи виконується цей закон для реальних середовищ? Якщо так, то за яких умов? Експеримент дає відповідь: це рівняння дає опис дійсної поведінки реальних газів за нормальних умов і низькомолекулярних рідин при їх ламінарній течії з малими швидкостями зсуву. При великих швидкостях зсуву середовище поводиться як тверде тіло, тобто підкоряється закону Гука.

Останнє наведене вище рівняння називають узагальненим законом Ньютона. Середовища, які слідують цьому закону, називаються ньютонівськими, в іншому випадку –неньютонівськими.

Узагальнений закон Ньютона для ізотропного середовища (властивості у всіх напрямах однакові) в головних осях тензора швидкостей деформацій і тензора напружень запишеться таким чином:
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В декартовій (неголовній) системі координат узагальнений закон Ньютона має вигляд:
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Сильною стороною феноменологічного підходу є його другий етап, коли за допомогою математичного апарату ми можемо будувати дуже загальні закономірності. А слабка сторона в тому, що велике число реологічних функцій і констант часто не можна визначити з експерименту, тобто ми не можемо поставити достатню кількість незалежних експериментів.

9.5. Реологічне рівняння для в’язкої ньютонівської рідини

Нагадаємо, що рівняння руху в’язкої стисливої рідини називають рівняннями Нав’є-Стокса. Його можна отримати в результаті підстановки узагальненого закону Ньютона у рівняння імпульсів 
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Розглянемо останній доданок. Отримуємо, проектуючи на вісь абсцис,
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або остаточно
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де 
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 – оператор Лапласа. 

Проектуючи на осі ординат та аплікат, маємо
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Звідси слідує
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Тоді рівняння Нав’є-Стокса


[image: image1021.wmf]V

V

p

F

dt

V

d

r

r

r

r

D

+

+

+

-

=

r

m

r

m

l

r

1

1

1

div

grad

grad

1

.

9.6. Рівняння Нав’є-Стокса для нестисливої рідини

Для в’язкої нестисливої рідини рівняння Нав’є-Стокса спрощуються
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Це рівняння разом з рівнянням нерозривності 
[image: image1023.wmf]0
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 складають повну систему рівнянь руху однорідної в’язкої нестисливої рідини, що підкоряється закону Нав’є-Стокса.

В декартовій ортогональній системі координат повна система рівнянь руху в’язкої нестисливої рідини має вигляд: 
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Замість коефіцієнтів 
[image: image1028.wmf]1
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 і 
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 в теорії руху в’язкої рідини прийнято вводити динамічний коефіцієнт в’язкості 
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 і кінематичний коефіцієнт в’язкості 
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9.7. Неньютонівські рідини

Пружне деформування і в’язка течія, описувані законом Гука і законом Ньютона, лежать в основі класичної механіки суцільних середовищ. Вони дозволяють досліджувати механічну поведінку твердих тіл з відносно простою мікроструктурою, газів при нормальній щільності (нерозріджений газ) і низькомолекулярних рідин при ламінарному режимі течій.

Якщо реальні середовища мають складну мікроструктуру, закони їхньої реологічної поведінки можуть істотно відрізнятися від законів класичної механіки. Крім того, поряд з пружною деформацією і в’язкою течією в таких середовищах можуть проявлятися й інші види деформації, наприклад пластична.

Експерименти з різними рідинами і полями течій показують, що наведене лінійне співвідношення між швидкістю деформації й тензором напружень може залишатися справедливим у широкому діапазоні значень швидкостей деформації. Для води і для більшості газів лінійний закон виконується точно при всіх умовах, за виключенням, можливо, найекстремальніших, таких, як в ударній хвилі. Для рідин із складною молекулярною структурою і, зокрема, з довгими лінійними молекулами, а також для деяких емульсій і сумішей лінійність залежності може порушитися при помірних швидкостях деформації; для деяких же рідин типу каучука напруження, очевидно, залежить від історії деформації, а також від миттєвої швидкості деформування. Мало відомо про те, як слід змінити реологічне рівняння для таких рідин. Інженери-хіміки часто зустрічаються з рідинами, які при звичайних умовах проявляють неньютонівські властивості.

Той факт, що лінійне співвідношення між тензором напружень і тензором швидкостей деформації виконується у великому діапазоні швидкостей деформації для багатьох рідин, стає зрозумілим, якщо розглядати молекулярний механізм внутрішнього тертя. Відносний рух рідини в цілому можуть викликати тільки малі зміни статистичних властивостей молекулярного руху, якщо характерний час руху, тобто величина, обернена характерній швидкості деформації, великий порівняно з характерним часом молекулярного руху (який у випадку газу визначається середнім часом між зіткненнями молекул). Це і є умови, при виконанні яких можна очікувати, що гіпотези, які використовувались при виведенні узагальненого закону Ньютона, будуть справедливі. Для повітря при нормальних температурі та тиску середній час між зіткненнями складає приблизно 
[image: image1033.wmf]с
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, так що хоча б для газів очевидно, що значення швидкості деформації, які звичайно зустрічаються на практиці, справді «малі». Для крапельних рідин не можна так просто оцінити характерний час молекулярного руху, однак будь-який час, пов’язаний з молекулярним рухом, надзвичайно малий порівняно з оберненою величиною звичайних значень швидкостей деформації.
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Для повітря при нормальних температурі й тиску 
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. В жодному з цих випадків 
[image: image1036.wmf]m

 не змінюється помітно із зміною тиску, але для повітря 
[image: image1037.wmf]m

 зростає з температурою поблизу її нормальних значень зі швидкістю приблизно 
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 спадає з температурою зі швидкістю близько 
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Проведемо класифікацію неньютонівських рідин на підставі експериментальних досліджень квазіодновимірних течій рідин.

Плоска квазіодновимірна течія має поле швидкості: 
[image: image1043.wmf](
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, де 
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, 
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 – компоненти швидкості в декартовій системі координат. Класифікація неньютонівських рідин проводиться за кривою течії 
[image: image1048.wmf](
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 – напруження тертя, 
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 – швидкість зсуву (рис. 30).

Для ньютонівської рідини виконується закон, відкритий Ньютоном, 
[image: image1051.wmf]g
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, де 
[image: image1052.wmf]m

 – динамічний коефіцієнт в’язкості, що не залежить явно від 
[image: image1053.wmf]t
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[image: image1054.wmf]g
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 (крива 1).

Для в’язко-пластичних рідин спостерігається (крива 2):
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Ці співвідношення носять назву закону Бінгама. Тут використані позначення: 
[image: image1059.wmf]0
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 – границя текучості, що характеризує пластичні властивості середовища, 
[image: image1060.wmf]p
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 – коефіцієнт пластичної в’язкості, 
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 не залежать явно від 
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До в’язко-пластичних рідин відносяться фарби, пасти, креми, глинисті розчини, кров.

Елементи мікроструктури в’язко-пластичних рідин утворюють жорстку просторову структуру каркасного типу. При 
[image: image1065.wmf]0
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 ця структура «миттєво» руйнується і середовище веде себе як в’язка рідина – тече. При 
[image: image1066.wmf]0
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 відбувається «миттєве» відновлення просторової структури середовища.

Два різних варіанти механічної поведінки в’язко-пластичних рідин призводить до появи квазітвердих ділянок у течіях таких середовищ. У цьому можна переконатися, видавлюючи пасту з тюбика. Течія пасти відбувається близько стінок, де 
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, у ядрі паста рухається квазітвердим чином (
[image: image1068.wmf]0
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Аномально-в’язкі рідини характеризуються нелінійною залежністю 
[image: image1069.wmf](
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, яку можна представити у квазіньютонівському вигляді 
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. Можливі варіанти: із збільшенням 
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 відбувається зменшення 
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 (характерно для псевдопластиків – крива 31); із збільшенням 
[image: image1074.wmf]g
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 відбувається збільшення 
[image: image1075.wmf]a
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 (характерно для ділатантних рідин – крива 32).

До псевдопластиків відносяться суспензії з асиметричними зваженими частинками, розчини і розплави полімерів. У ділатантних рідинах велика концентрація зважених твердих частинок. В останніх із збільшенням 
[image: image1076.wmf]g
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 порушується компактне розміщення твердої фази і несучої рідини не вистачає для змащення.

Можна записати загальний закон 
[image: image1077.wmf]m
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, де 
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 – показник консистенції, 
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 – показник неньютонівської рідини. Якщо 
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, то рідина ньютонівська, при 
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 – належить до класу псевдопластиків, а при 
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 – до класу ділатантних рідин.

Взагалі кажучи, формально на другому етапі можна побудувати залежність між тензором напружень і тензором швидкостей деформацій, але реологічних функцій може бути дуже багато. 

Чи можна записати найбільш довільну залежність (найзагальніший вигляд) для 
[image: image1083.wmf]P

? Прикладом такої залежності є закон для узагальненої рідини Рейнера-Ривліна:
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Використаємо формулу Келі-Гамільтона: 
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що дозволяє будь-який степінь тензора другого рангу представити у вигляді поліному другого степеня від цього ж тензора, при цьому 
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 – функції першого, другого і третього інваріантів тензора 
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Тоді можна представити 
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Це і є рівняння узагальненої рідини Рейнера-Ривліна. Тут 
[image: image1092.wmf]e
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 – повздовжня в’язкість, 
[image: image1093.wmf]2
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 – поперечна в’язкість.

Ілюстративна задача.

Задача. Знайти з рівняння Громеки-Лемба інтеграл рівнянь руху ідеальної однорідної рідини 
[image: image1094.wmf]const
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 у випадку встановленого руху в полі об’ємних потенціальних сил. Розглянути інтеграл вздовж ліній току, вздовж вихрових ліній, у випадку безвихрового руху та у випадку колінеарності 
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Розв’язок:
Оскільки 
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Рідина однорідна, отже, 
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Звідси 
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Інтеграл вздовж ліній току, вздовж вихрових ліній, у випадку безвихрового руху та у випадку колінеарності 
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 має вигляд:
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Цей інтеграл називають інтегралом Бернуллі. У полі сили тяжіння 
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[image: image1108.wmf]gz

П

=

. 

Тоді інтеграл Бернуллі
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 – динамічний тиск.

Задачі для самостійного розв’язання.

1. Рідина знаходиться в рівноважному стані (
[image: image1112.wmf]0
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). Записати рівняння Ейлера та Нав’є-Стокса. Як розподілений тиск у випадку відсутності зовнішніх об’ємних сил?

2. Для ідеальної рідини, що перебуває в рівновазі, виконується 
[image: image1113.wmf]p
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. Показати, що при рівновазі неоднорідної рідини поле зовнішніх сил задовольняє умові 
[image: image1114.wmf]0
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3. Показати, що у випадку потенціальності зовнішніх масових сил поверхні 
[image: image1115.wmf]const
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 співпадають. І навпаки, якщо 
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, тобто масові сили потенціальні.

4. Визначити розподіл тиску для рідини, що знаходиться в стані рівноваги у полі сили тяжіння.

5. Посудина з рідиною рухається поступально з постійним горизонтальним прискоренням. Знайти розподіл тиску в рідині.

6. Циліндрична посудина з рідиною рівномірно обертається з кутовою швидкістю 
[image: image1120.wmf]w

r

 навколо вертикальної осі симетрії. Знайти розподіл тиску в рідині.

7. Визначити швидкість витікання нестисливої рідини з отвору посудини, розташованого на висоті 
[image: image1121.wmf]h

. Висота рівня рідини в посудині 
[image: image1122.wmf]H
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Розділ 10
ТЕРМОДИНАМІКА сУЦІЛЬНИХ СЕРЕДОВИЩ
10.1. Основні поняття термодинаміки

Стан системи вважають визначеним, якщо відомі значення параметрів, якими повністю визначаються всі характеристики середовища. Набір параметрів стану і їх число різні для різних моделей суцільного середовища. Знати стан системи означає знати в кожний момент часу положення і рух усіх елементарних частинок, з яких складається середовище. Проте це не є можливим. З макроскопічної точки зору в багатьох випадках стан визначається декількома параметрами. Перехід від великого числа параметрів, що визначають стан середовища як дискретної системи, до невеликої кількості макропараметрів – одна з важливих проблем, розв’язок якої пов’язаний з додатковими гіпотезами.

Домовимось через 
[image: image1123.wmf]i

m

 позначати змінні параметри, а через 
[image: image1124.wmf]i

k

 – фізичні сталі. Деякі з параметрів можуть бути компонентами різних тензорів. Параметри утворюють базис, якщо вони задаються незалежно і всі інші характеристики станів і рухів виражаються через них.

Введемо в розгляд простір станів, тобто простір, координатами якого є параметри стану 
[image: image1125.wmf]i

m

. Такий простір називають фазовим. Різним станам термодинамічних систем будуть відповідати різні точки простору станів. 

Сукупність станів середовища, що відповідає деякій послідовності значень параметрів стану, називають процесом. Процеси можуть бути неперервними, коли сукупність станів утворює в просторі станів неперервну криву, або розривними. Між двома даними станами можна проводити безліч процесів. 

Процес, у результаті якого система повертається до свого початкового положення, називають циклом. У просторі станів циклу відповідає замкнена крива.

Тіло знаходиться в стані механічної рівноваги відносно прийнятої системи відліку, якщо воно може знаходитися в цьому стані при збереженні всіх зовнішніх умов невизначено довго. Термодинамічною рівновагою системи називається такий стан, у якому всі характеристики внутрішнього стану системи (у тому числі і механічні) при збереженні зовнішніх умов можуть як завгодно довго зберігати свої значення. 

Якщо процес протікає настільки повільно, що всі параметри у ньому нескінченно повільно змінюються і кожен проміжний стан є станом рівноваги, то такий процес називають рівноважним. У просторі станів такий процес зображується кривою, кожна точка якої є точкою рівноваги.

Процес, що протікає від стану 
[image: image1126.wmf]A

 до стану 
[image: image1127.wmf]B

, називається оборотним, якщо послідовність станів, що утворює в просторі станів оборотний процес, система може проходити як у прямому, так і в зворотному напрямку.

Якщо процес не має такої властивості, то він називається необоротним. Поняття про оборотність і необоротність явищ є фундаментальними поняттями термодинаміки.

Зазначимо, що в аналітичній механіці матеріальних систем будь-які рухи системи будуть оборотними, якщо всі діючі сили не змінюються при зміні тільки напрямків швидкостей на зворотні. Наприклад, рухи небесних тіл, при врахуванні тільки сил ньютонівського тяжіння, – оборотні. Якщо діючі сили і взаємодії залежать істотно від напрямку швидкостей зміни параметрів стану (наприклад сила тертя), то відповідні явища необоротні.

Підкреслимо, що як оборотні, так і необоротні явища можуть складатися з послідовного ряду нерівноважних чи рівноважних станів.

Кожним конкретним значенням макропараметрів може відповідати багато розподілів характеристик мікроскопічного руху. Рівноважним значенням макроскопічних параметрів відповідає найбільше число можливих різних мікростанів. Тому якщо термодинамічна система не перебуває під дією зовнішніх факторів, то найбільш імовірним станом з усіх, у яких вона може знаходитися, є рівноважний. У зв’язку з цим всі ізольовані системи вже знаходяться в стані рівноваги або прямують до нього.

Всі відомі мікроскопічні закони, що описують рух і взаємодію елементарних частинок, оборотні. Необоротність з’являється тільки за рахунок статистичних законів, які виконуються для великих наборів частинок, і є свого роду платою за можливість введення замість складної системи величезного числа частинок (з відомими, взагалі говорячи, лише приблизно законами взаємодії і початковими умовами) простої підставної системи, описуваної невеликим числом макроскопічних характеристик, пов’язаних з найбільш ймовірними станами.

Завдяки великому числу частинок у практично малих об’ємах розподіл ймовірностей має дуже гострий пік; це означає, що є шанси для реалізації тільки цілком визначених середніх значень величин. При необоротних процесах самі розподіли ймовірностей, узагалі, залежать від часу.

Однією з основних характеристик стану фізичних тіл є температура. З молекулярно-кінетичної теорії відомо, що температуру 
[image: image1128.wmf]T

 можна розглядати як величину, пропорційну середній енергії хаотичного теплового руху молекул, що приходиться на один ступінь вільності молекули.

Якщо різні сорти елементарних частинок мають у середньому різні енергії або якщо частинки одного сорту мають різні середні енергії, що припадають на різні ступені вільності, то при досить повільних процесах взаємодія мікрочастинок приводить до вирівнювання середніх енергій. Для різко виражених нерівноважних процесів, коли у межах макроскопічно малого об’єму не встигає відбуватися статистичне вирівнювання енергії між різними сортами частинок, поняття температури макроскопічної частки в цілому втрачає свій основний зміст.

Повна енергія довільного скінченого об’єму визначається таким чином: 
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де в дужках – сума густин кінетичної 
[image: image1130.wmf]e

 та внутрішньої 
[image: image1131.wmf]u

 енергій.

10.2. Рівняння балансу повної енергії та притоку тепла

Розглянемо скінчений рідкий об’єм 
[image: image1132.wmf]t

 суцільного середовища. 

Закон збереження повної енергії, що складається з внутрішньої та кінетичної, формулюється наступним чином: індивідуальна похідна за часом від повної енергії виділеного рідкого об’єму дорівнює сумі потужностей масових і поверхневих сил, кількості немеханічної енергії, яка втікає в цей об’єм ззовні за одиницю часу, та кількості немеханічної енергії, яка виробляється в об’ємі за одиницю часу. Тобто
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де 
[image: image1134.wmf]u

 – густина розподілу внутрішньої енергії (що припадає на одиницю маси), 
[image: image1135.wmf]n

h

 – потік немеханічної енергії через одиницю площі в одиницю часу, 
[image: image1136.wmf]r

 – потужність точкових джерел немеханічної енергії, саме рівняння називають інтегральною формою запису закону збереження.

Запишемо цей закон у диференціальній формі. Виконуючи стандартні дії, отримаємо
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тут при використанні теореми Остроградського–Гауса враховано протилежність напрямів зовнішньої нормалі до поверхні та теплового потоку всередину. 

Внаслідок довільності вибору об’єму маємо
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– диференціальну форму запису рівняння балансу повної енергії.

Виконаємо перетворення в останньому рівнянні
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Використовуючи рівняння руху та співвідношення


[image: image1140.wmf]ij

ij

e

p

V

=

Ñ

×

r

r

P

, 

отримаємо рівняння притоку тепла
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Іноді рівняння притоку тепла записують у вигляді
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де 
[image: image1143.wmf]*

dq

 – елементарний приплив немеханічної енергії до одиниці маси середовища ззовні, що поділяється на 
[image: image1144.wmf])
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 – елементарний приплив тепла до одиниці маси середовища ззовні та 
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 – елементарний приплив до одиниці маси середовища ззовні енергії за рахунок хімічних, магнітних, електричних процесів. 

Якщо 
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, то отримуємо перший закон термодинаміки

[image: image1147.wmf](

)

e

ij

ij

dq

dt

e

p

du

+

=

r

1

,
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Оскільки 
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, то закон іноді записують так:


[image: image1150.wmf](

)

e

ij

ij

dq

p

du

+

=

e

r

1

.

У свою чергу другий закон термодинаміки формулюють наступним чином:

[image: image1151.wmf](
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де 
[image: image1152.wmf]T

 – абсолютна температура, 
[image: image1153.wmf]s

 – густина ентропії. 

Різниця між правою та лівою частинами являє собою некомпенсоване тепло, яке завжди додатне.

У випадку оборотних процесів нерівність стає рівністю.

У статистичній фізиці для густини ентропії 
[image: image1154.wmf]s

 встановлена формула Больцмана
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де 
[image: image1156.wmf]k

 – константа Больцмана, а 
[image: image1157.wmf]P

 – міра ймовірності розглянутого стану, яка визначається як число можливих мікроскопічних станів, що відповідають даному макроскопічному стану.

При прагненні ізольованої системи до рівноваги ентропія зростає. Стани, у яких ентропія ізольованої системи має максимум, є станами рівноваги. Таким чином, для внутрішніх процесів в ізольованих системах умови максимуму ентропії являють собою умови рівноваги.

Теплова енергія є «найменш дорогим» видом енергії. Відповідно до другого начала термодинаміки, вона не може бути цілком перетворена в інший вид енергії в циклічному процесі. Навпаки, інші види енергії можуть бути цілком перетвореними один в інший, а також в тепло.

10.3. Потужність внутрішніх сил

Визначимо густину розподілу потужності внутрішніх сил 
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Якщо рідина ідеальна, то для неї справедливе співвідношення
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а отже,
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тобто 
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 – це потужність сил тиску по зміні густини середовища, оскільки 
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 – швидкість відносного об’ємного розтягу (стиску).

У випадку ідеальної нестисливої рідини 
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отже, робота внутрішніх сил відсутня.

Для в’язкої рідини виконується співвідношення
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отже в цьому випадку отримуємо
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У випадку нестисливої в’язкої рідини
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відбувається процес дисипації механічної енергії (механічна енергія переходить в теплову). Тоді 
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 – це густина розподілу дисипації механічної енергії, яка визначається 
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причому 
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 – другий інваріант тензора швидкостей деформацій. 

Отже, механічний зміст другого інваріанта тензора швидкостей деформації полягає в тому, що він виражає зв’язок з дисипацією механічної енергії. 

Кількість механічної енергії, що переходить в теплову, знаходиться за формулою 
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У випадку стисливої в’язкої рідини перший доданок 
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 визначає потужність сил тиску, що витрачається на зміну густини. Тоді 
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де другий доданок 
[image: image1175.wmf](
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 – потужність сил тертя, що витрачається на зміну об’єму.

10.4. Модель ідеального газу

Ідеальний газ можна визначити як газ, у якому молекули взаємодіють тільки при зіткненнях. Тому можна вважати, що внутрішня енергія одноатомного ідеального газу являє собою сумарну кінетичну енергію хаотичного руху атомів. Для густини внутрішньої енергії можна записати:
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тут 
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 – сумарна маса атомів, 
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 і 
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 – маси і швидкості окремих атомів відносно їхнього загального центра мас, а 
[image: image1180.wmf]N

 – число атомів у розглянутому малому об’ємі. 

Якщо вважати, що всі атоми газу однакові, то 
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де 
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 – середнє значення квадрата швидкості атомів у хаотичному русі. 

Для ідеального газу, відповідно до визначення абсолютної температури як характеристики середньої енергії, що приходитися на один ступінь вільності в хаотичному тепловому русі атомів, густину внутрішньої енергії можна представити у вигляді 
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де через 
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 позначений розмірний коефіцієнт пропорційності між 
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В ідеальному газі тиск, густина і температура пов’язані рівнянням Клапейрона (рівнянням стану)
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де 
[image: image1188.wmf]R

¢

 – газова стала, різна для різних газів (відношення універсальної газової сталої до молярної маси газу).

Задання внутрішньої енергії разом із рівнянням Клапейрона фіксує певну модель суцільного середовища, яку називають ідеальним газом.

Знайдемо рівняння притоку тепла 
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для ідеального газу. 

Використавши рівняння нерозривності 
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отримаємо
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Тоді рівняння притоку тепла для ідеального газу при 
[image: image1192.wmf]0
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Отже, питома внутрішня енергія виражається через тиск 
[image: image1194.wmf]p

 і густину 
[image: image1195.wmf]r

.

На основі рівняння притоку тепла для процесу, що протікає при постійному питомому об’ємі, можна отримати
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При такому означенні 
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 – кількість теплоти, яку необхідно підвести до одиниці маси середовища для того, щоб при постійному об’ємі підвищити його температуру на 
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, тобто – теплоємність при постійному об’ємі.

Кількість теплоти, яку необхідно підвести до одиниці маси середовища, щоб при постійному тиску підняти температуру на 
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, називається теплоємністю при постійному тиску і позначається 
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Для процесу при постійному тиску з рівняння притоку тепла для ідеального газу маємо
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Звідси 
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Останню формулу називають формулою Майєра, що пов’язує для ідеального газу теплоємності при постійних тиску й об’ємі і газову сталу 
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10.5. Рівняння адіабати Пуассона

Рівняння притоку тепла в загальному випадку містить 
[image: image1206.wmf](
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. У задачах про визначення рухів і станів середовища необхідно мати дані про закони, що визначають 
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Процес, у якого відсутній «притік» зовнішнього тепла і теплообмін між сусідніми частками, тобто
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називають адіабатичним. Приклади адіабатичних процесів: процеси, які відбуваються в теплоізольованих тілах; процеси, що швидко протікають (іноді навіть необоротні), коли теплообмін не встигає проявитися істотно.

Рівняння притоку тепла в адіабатичному випадку матиме вигляд:
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Об’єднання рівняння притоку тепла в адіабатичному випадку та рівняння стану для ідеального газу дає
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Це рівняння, якщо використати отримане вище співвідношення 
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зведеться до вигляду
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Звідси
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Після інтегрування отримаємо
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Це рівняння називають рівнянням адіабати Пуассона, а 
[image: image1216.wmf]g

 – показником адіабати, або коефіцієнтом Пуассона.

Рівняння адіабати Пуассона виведене з рівняння стану, рівняння притоку тепла в адіабатичному випадку з використанням формули Майєра.

10.6. Баротропна рівновага ідеальної рідини
Процес називають баротропним, якщо при русі стисливої рідини (газу) зв’язок між густиною і тиском однаковий для всіх часток. 

Процес називають політропним, якщо виконується рівність 
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де 
[image: image1218.wmf]n

 – стале число – показник політропи, а 
[image: image1219.wmf]C

 – деяка константа.

Умова баротропії (якщо функція 
[image: image1220.wmf](

)

r

f

 відома) дозволяє замкнути систему рівнянь, що описують рух ідеальної стисливої рідини. У загальному випадку при русі рідин і газів умова баротропії, звичайно, не виконується, і для того щоб описати такі рухи, необхідно ввести додаткові рівняння термодинамічної природи.

Справедлива теорема Томсона: якщо ідеальна рідина рухається баротропно під дією потенціальних масових сил, то циркуляція швидкості по замкненому рідкому контуру залишається незмінною під час руху рідини.

Застосуємо теорему Кельвіна для моделі ідеальної рідини 
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отримаємо
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Якщо масові сили є потенціальними, а рух рідини –баротропним, то
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Отже, теорема Томсона справедлива.

Теорема Лагранжа: якщо в ідеальній рідині, що рухається баротропно під дією потенціальних сил, в деякий момент часу в деякій частині рідини вихорів нема, то в цій частині рідини вихорів не було і не буде в подальшому.

Для безвихрових рухів маємо
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і з теореми Стокса випливає 
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де 
[image: image1227.wmf]C

 – довільний замкнений рідкий контур.

Можна сформулювати динамічні теореми Гельмгольца.

Теорема І: якщо ідеальна рідина рухається баротропно під дією потенціальних масових сил, то частинки рідини, які в деякий момент часу утворюють вихрову лінію, будуть утворювати вихрову лінію і в наступні моменти часу.

Теорема ІІ (про збереження вихрових трубок): якщо ідеальна рідина рухається баротропно під дією потенціальних масових сил, то інтенсивність довільної вихрової трубки під час руху залишається постійною.

10.7. Ізотермічний процес
Процес, при якому теплообмін є інтенсивним процесом, а зміна станів протікає настільки повільно, що температуру всіх частин системи можна вважати постійною, називають ізотермічним.

Рівняння такого процесу 
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Зауважимо, що ця умова означає лише сталість температури з часом у кожній індивідуальній частці середовища. При цьому температура різних індивідуальних часток може бути різною. Однак часто, говорячи про ізотермічні процеси, припускають, що температура постійна в просторі і в часі, тобто 
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. Нарешті, іноді ізотермічними називаються також процеси, у яких температура часток може мінятися в часі, але однакова для всіх часток. У цьому випадку передбачається виконання умови 
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Розрахуємо притік тепла, який необхідно підвести до системи для того, щоб процес був ізотермічним. Для ідеального газу:


[image: image1231.wmf](

)

r

r

r

r

1

1

)

(

d

T

R

d

dq

const

T

e

¢

=

=

=

.

10.8. Класичне рівняння теплопровідності

Тепло до середовища може надходити за допомогою різних механізмів: за рахунок теплопровідності, випромінювання, дисипації, хімічних реакцій тощо.

Розглянемо процес теплопровідності, тобто процес передачі тепла за рахунок нерівномірності розподілу температури в тілі. У цьому випадку тепло до будь-якого виділеного в середовищі об’єму надходить тільки через поверхню цього об’єму. Введемо вектор 
[image: image1232.wmf]q
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 – потік тепла. Цей вектор характеризує напрямок передачі тепла і по величині дорівнює кількості тепла, що протікає в одиницю часу через одиничну площадку, перпендикулярну до цього напрямку. Кількість тепла, що протікає через довільно орієнтовану площадку 
[image: image1233.wmf]s

d
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Закони, що визначають вектор 
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, можуть бути різними. Найбільш розповсюджений закон теплопровідності Фур’є

[image: image1239.wmf]n

T

q

n

¶

¶

-

=

k

 або 
[image: image1240.wmf]T

q

grad

k

-

=

r

,

оскільки для скалярної функції 
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Вектор потоку тепла і градієнт температури мають, природно, протилежні напрямки, тому 
[image: image1242.wmf]0
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. Коефіцієнт 
[image: image1243.wmf]k

 називають коефіцієнтом теплопровідності.

Тоді з рівняння балансу повної енергії отримаємо
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Нехай швидкість дорівнює нулю в усіх точках суцільного середовища, 
[image: image1245.wmf]0
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. Тоді індивідуальна похідна дорівнює локальній і останнє рівняння набере вигляду:


[image: image1246.wmf])

(

div

T

t

T

c

V

Ñ

=

¶

¶

r

k

r

.

Нехай додатково ще 
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, тоді отримаємо рівняння класичної теплопровідності
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де 
[image: image1250.wmf](
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 називають коефіцієнтом температуропровідності.

10.9. Явища переносу

[image: image1724.wmf]2
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Проведемо границю, яка розділяє два шари газу І і ІІ. Розглянемо ламінарний режим течії. В газі частинки рухаються вільно між співударами (рис. 31). Такі рухи називають тепловими. Частинки характеризуються масою, отже, між шарами газу відбувається масообмін. Крім того, частинки здійснюють теплообмін та відбувається обмін кількістю руху між двома шарами. А раз існує обмін кількістю руху, то це означає, що існують сили взаємодії між шарами. Такі сили називають поверхневими силами. Вони розподіляються по поверхні, оскільки довжина пробігу окремої частинки дуже мала.

Нагадаємо, що теплообмін описується законом теплопровідності Фур’є.

Масообмін описується законом Фіка: поверхнева густина потоку (маса речовини, що переноситься через 1м2 поверхні за 1с в напрямку нормалі) пропорційна похідній від густини в напрямку нормалі 
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де 
[image: image1253.wmf]D

 – коефіцієнт дифузії.

Напруження тертя, що виникає на поверхні, пропорційне похідній від дотичної складової швидкості в напрямку нормалі 
[image: image1254.wmf]n
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 – коефіцієнт в’язкості.

Процеси теплообміну, масообміну і тертя взаємопов’язані. Тому три коефіцієнти (теплопровідності, дифузії і в’язкості) жорстко пов’язані між собою (потрійна аналогія).

Нехай частинки рухається турбулентним чином, хаотично. Під час руху може відбуватись обмін скінченими об’ємами газу (молярний обмін) і ті ж процеси, що і при ламінарному русі. В турбулентному режимі всі процеси значно інтенсифікуються, при цьому підсилюються і поверхневі сили.

Молекули крапельної рідини знаходяться значно ближче одна до одної. Між молекулами з різних шарів діють сили міжмолекулярної взаємодії. Крім того, присутні переходи молекул з шару в шар, але їх значно менше. Тому говорять про кінетичну і потенціальну складові поверхневих сил. Потрійна аналогія відсутня. Суттєва відмінність: за умов турбулентної течії додається ще молярний обмін.

У твердих тілах основа поверхневих сил – сили молекулярної взаємодії (потенціальна складова).

10.10. Поширення збурень

Якщо в нерухомій рідині чи газі швидко створити в невеликій області додатковий тиск 
[image: image1257.wmf]p

D

, а отже, надлишкову густину 
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, то ці збурення будуть поширюватися з деякою швидкістю, послідовно приводячи в рух частинки середовища, що розташовані на шляху. Швидкість поширення, як показує досвід, не залежить від конкретного виду збурення, якщо лише відносні зміни невеликі 
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[image: image1261.wmf]p

 і 
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 – рівноважні значення тиску та густини середовища). Важливо відмітити, що і форма таких малих збурень у процесі їх поширення не змінюється.

Використаємо рівняння імпульсів
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де 
[image: image1265.wmf]V

 – швидкість руху частинок середовища, 
[image: image1266.wmf]c

 – швидкість поширення збурення.

З умови постійності (до та після стиску) маси газу випливає, що
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Тоді знаходимо швидкість руху частинок як функцію надлишкового тиску
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В акустиці остання рівність виражає акустичний закон Ома, де 
[image: image1270.wmf]V

 є аналогом сили струму, 
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 – різниці потенціалів, а 
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 так і називається – акустичний опір середовища.

Рівність 
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 після розкриття дужок буде мати вигляд: 
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, де останнім членом у правій частині можна нехтувати. Після підстановки 
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 отримаємо вираз для швидкості
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Формула дозволяє розраховувати швидкість звуку в різних рідинах та газах, якщо відомий зв’язок між тиском та густиною.

10.11. Початкові та граничні умови

Для конкретизації розв’язку необхідні початкові та граничні умови.

Початкові умови формулюються так:
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Задача, в якій розглядається безмежна рідина, що натікає на тіло, називається зовнішньою задачею гідромеханіки. Задача, в якій рідина рухається в областях, обмежених якими-небудь поверхнями, називається внутрішньою задачею гідромеханіки.

Для зовнішньої задачі задаються граничні умови на безмежності:
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та граничні умови на поверхні тіла, на яке рідина натікає.

У випадку обтікання ідеальною[image: image1725.wmf]1

s

 рідиною нерухомого тіла безвихровим чином нормальна складова швидкості рідини на поверхні тіла рівна 
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, тобто 
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. Поверхня тіла непроникна для текучого середовища (рис. 32). Для дотичної складової швидкості справедливо
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де 
[image: image1290.wmf]g

 – коефіцієнт ковзання, по величині близький до довжини вільного пробігу частинки. Відбувається проковзування рідини по поверхні тіла.

Для в’язкої рідини приймається примикання в’язкої рідини до поверхні тіла, тобто на поверхні нерухомого тіла(рис. 33)
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Таким чином математично зовнішня задача формулюється як задача Коші.

Якщо б ми розглядали внутрішню задачу, то головними були граничні умови на поверхнях: 
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 (рис. 34). Також це може бути заданий перепад тисків на вході і виході та епюра швидкості на вході.

На вільних поверхнях граничні умови мають вигляд: 
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Граничні умови можна задавати не лише для швидкості. Так, для температури можливі граничні умови 
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 (відсутність теплообміну).

Ілюстративні задачі.

Задача 1. Знайти формулу для притоку тепла для ідеального газу при політропному процесі.

Розв’язок:
При 
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Використовуючи формулу Майєра, отримуємо
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Якщо 
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Маємо 
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Задача 2. Атмосферний газ перебуває в спокої в однорідному полі сили тяжіння (модель атмосфери). Відома залежність температури від висоти 
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, тобто розшарування атмосфери є політропним. Знайти значення 
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Розв’язок:
Атмосфера перебуває в рівновазі у полі сили тяжіння, отже 
[image: image1329.wmf]dz

dp

g

=

-

r

. Барометрична формула


[image: image1330.wmf](

)

ò

¢

-

=

z

dz

T

R

g

p

z

p

0

0

ln

.

Якщо 
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З рівняння Клапейрона 
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Задачі для самостійного розв’язання.

1. Визначити розподіл тиску від висоти для атмосфери (барометричну формулу), якщо 1) 
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. Атмосфера перебуває в рівновазі у полі сили тяжіння. Визначити висоту атмосфери. На якій висоті тиск ізотермічної атмосфери зменшується вдвічі порівняно з тиском біля поверхні землі.

2. Адіабатична течія ідеального газу, що описується рівнянням Клапейрона, являє собою баротропну течію і описується рівнянням 
[image: image1342.wmf]n

C

p

r

=

. Знайти 
[image: image1343.wmf](

)

r

T

, 
[image: image1344.wmf](

)

p

T

.

3. Рівняння Бернуллі для стисливої ідеальної рідини 
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. Визначити розподіл тиску вздовж трубки току, якщо зв’язок 
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4. Визначити густину ентропії для ідеального газу.

5. Визначити швидкість малих ізотермічних збурень та малих адіабатичних збурень в ідеальному газі. Обчислити їх для повітря при температурі 
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6. Визначити функцію тиску 
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7. Довести, що у випадку баротропної рівноваги 
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8. Безмежний шар в’язкої рідини товщиною 
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 до горизонту. Під дією сили тяжіння в шарі відбувається стаціонарна ламінарна течія. Знайти розподіл швидкості в шарі та максимальну швидкість у перерізі. Використовуючи отриманий розв’язок, оцінити значення максимальної швидкості при течії води (
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 (модель Волги).

Розділ 11

ПРУЖНЕ СЕРЕДОВИЩЕ
11.1. Модель пружного середовища

Означення пружних деформацій середовища дано в п. 1.1. Пружне тіло – це тіло, яке здатне повністю відтворювати свою форму і розміри після знаття зусиль, що викликали його деформацію. Якщо пружне тіло неперервним чином заповнює деяку частину простору, кажуть про пружне середовище. Зазначимо, що у випадку пружного середовища компоненти тензора напружень у кожній точці є однозначними функціями компонентів тензора деформації 
[image: image1370.wmf]ij
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.

Експерименти показують, що напруження і деформації в багатьох твердих тілах, наприклад у металах, при звичайних умовах (при не дуже великих температурах і напруженнях) пов’язані між собою законом Гука. У випадку малих деформацій він має вигляд:
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 – тензор IV рангу – тензор пружності (пружної жорсткості). 

Існує і зворотний зв’язок
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 – тензор пружності (пружної піддатливості).

Розділ МСС, у якому вивчається поведінка суцільного середовища, що підкоряється закону Гука чи більш загальному закону, називається теорією пружності.

Компоненти 
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 є фізичними характеристиками даного суцільного середовища і залежать, узагалі кажучи, від температури 
[image: image1377.wmf]T

 й інших фізико-хімічних параметрів, що характеризують стан розглядуваного середовища.

Тензор четвертого рангу має 
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3

4

=

 компоненту, але через симетрію тензора напружень (у класичному випадку) і тензора деформацій незалежних компонент 
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 буде тільки 36, тому що тензори 
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 повинні бути симетричними по парах індексів 
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 і 
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. Якщо середовище, поведінка якого описується законом Гука, має які-небудь геометричні властивості симетрії, то число незалежних компонент 
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 стає ще меншим. Зокрема, якщо відповідне середовище ізотропне, то всі 
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 визначаються тільки двома параметрами.

Ізотропне середовище – таке середовище, властивості якого однакові в усіх напрямках. Якщо властивості середовища в різних напрямках різні, то говорять, що середовище анізотропне. Анізотропні середовища можуть мати симетрію різних типів.

У формулах закону Гука в головних осях із усіх 81 коефіцієнтів 
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 істотні тільки дев’ять коефіцієнтів 
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 називаються коефіцієнтами Ламе.

В декартовій (неголовній) системі координат закон Гука для ізотропного середовища має вигляд:
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В головних осях тензора деформацій і тензора напружень закон Гука для ізотропного середовища має вигляд:
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Додамо три останні рівності, отримаємо
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 – об’ємна деформація.

Тоді 
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 – усереднений усесторонній стиск, 
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 – модуль об’ємного стиску, який визначає об’ємну деформацію при пружному деформуванні.

Замість коефіцієнтів Ламе 
[image: image1412.wmf]l
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 в теорії пружності прийнято вводити наступні характеристики матеріалу: модуль Юнга
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і модуль зсуву 
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Константи 
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 – характеристики матеріалу, дві з яких незалежні. Тобто при дослідженнях можна використовувати довільну пару коефіцієнтів з цього набору. 

Напружено-деформований стан у кожній точці визначають шість компонент тензора напружень, шість компонент тензора деформацій та три компоненти вектора переміщення. Всього п’ятнадцять невідомих. Отже, для розв’язання задачі по визначенню напружено-деформованого стану необхідно залучити п’ятнадцять рівнянь відносно цих п’ятнадцяти невідомих. Таку систему рівнянь називають замкненою системою рівнянь для ідеально пружного середовища.

В замкнену систему рівнянь для ідеально пружного твердого середовища входять: 

– рівняння Коші (геометричні рівняння) – шість рівнянь:
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– рівняння статики Нав’є (рівняння рівноваги або рівняння в напруженнях) – три рівняння:
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– рівняння Гука (фізичні рівняння) – шість рівнянь:
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П’ятнадцять функцій (шість компонент тензора напружень 
[image: image1427.wmf]ij

p

, шість компонент тензора деформацій 
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 і три компоненти вектора переміщень 
[image: image1429.wmf]i
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), знайдені при розв’язуванні системи, повинні задовольняти статичним (задані навантаження) або кінематичним (задані переміщення) та динамічним (задані швидкості та прискорення) граничним умовам.

11.2. Умови сумісності деформацій

Рівняння Коші дозволяють простим диференціюванням визначати компоненти тензора деформацій. Розв’язок оберненої задачі зводиться до інтегрування. Для однозначності розв’язку використовується зв’язок між компонентами тензора деформацій. Це умови суцільності або сумісності деформацій

[image: image1430.wmf]j

i

ij

i

j

j

i

x

x

x

x

¶

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

e

e

e

2

2

2

2

2

2

.

Недіагональні компоненти виражаються через діагональні
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(ще два рівняння отримуються круговою перестановкою індексів) – діагональні компоненти визначаються всіма кутовими деформаціями.

Невиконання цих умов призводить до утворення розривів і порожнин у матеріалі.

11.3. Рівняння Ламе

Отримаємо рівняння руху в переміщеннях для пружного тіла, що задовольняє закону Гука у випадку малих деформацій. Рівняння руху пружного середовища
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y

yz

yy

yx

a

F

z

p

y

p

x

p

r

r

=

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

,


[image: image1434.wmf]z
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Розглянемо перше рівняння. Використаємо закон Гука
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і підставимо рівняння Коші. Отримаємо рівняння Ламе
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де 
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2

2

2

2

2

2

z

y

x

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

Ñ

 – оператор Лапласа. 

Аналогічно отримуються два інших рівняння. У векторній формі рівняння Ламе має вигляд:
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де 
[image: image1439.wmf]u
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 – вектор переміщення з компонентами 
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Система рівнянь Ламе для динамічних задач стає замкнутою, якщо до неї додати означення прискорення
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Рівняння Ламе виведені для випадку деформацій, при цьому переміщення, швидкості і прискорення можуть бути скінченими. Однак часто розглядають випадок, коли малі не тільки деформації, але і самі переміщення, швидкості і прискорення. У цьому випадку після нехтування нелінійними членами одержимо 
[image: image1443.wmf]2
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, і спрощені рівняння Ламе набувають вигляду:
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11.4. Хвилі в ідеально пружному середовищі

Знайдемо швидкість поширення збурень у пружних тілах. Розглянемо спрощені рівняння Ламе
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Об’ємними силами будемо нехтувати. Ці рівняння описують поширення двох типів хвиль у середовищі.

Просумуємо продиференційовані рівняння, отримаємо


[image: image1448.wmf](
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Це типове хвильове рівняння, яке показує, що об’ємне розширення 
[image: image1449.wmf]q

 поширюється в середовищі зі швидкістю
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Віднімемо відповідні продиференційовані рівняння, отримаємо, зокрема,
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Швидкість поширення вихору


[image: image1453.wmf]r
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Будь-яка плоска хвиля може поширюватися всередині ізотропного пружного середовища лише зі швидкістю 
[image: image1454.wmf]1
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 або 
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. Перші хвилі повздовжні (рух відбувається в напрямі поширення), другі – поперечні (рух перпендикулярний напряму поширення). Перші називають безвихровими хвилями, або хвилями розширення, другі – еквіволюміальні, або хвилі спотворення. Швидкість хвиль спотворення залежить від густини 
[image: image1456.wmf]r

 і модуля зсуву 
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, швидкість хвиль розширення залежить від густини 
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, модуля об’ємного стиску 
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 та модуля зсуву 
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. При поширенні хвилі розширення середовище перебуває під дією комбінації стиску та зсуву. 

Отже, в пружному середовищі існують дві швидкості поширення хвиль. Якщо 
[image: image1462.wmf]0

=

m

, то поперечні хвилі не поширюються (наприклад, у повітрі).

На граничній поверхні також можуть поширюватися пружні хвилі – поверхневі. Їх швидкість менша за швидкісті хвиль всередині тіла, а їх амплітуда швидко згасає з глибиною. Розрізняють хвилі Релея, хвилі Лява, хвилі Стоунлі. Збурення поширюються лише в двох напрямах і згасають з відстанню повільніше об’ємних.

11.5. Закон Гука з урахуванням теплових процесів

Із узагальненого закону Гука для ізотропного середовища, який має вигляд
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з урахуванням виразів для коефіцієнтів Ламе
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можна отримати
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Звідси випливає
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Подальші перетворення дають
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Досі розглядали пружне деформування при постійній температурі. Нехай суцільне середовище знаходиться в такому температурному полі, при якому характеристики середовища не змінюються.

У випадку спільної дії навантажень і температури повна деформація в кожній точці пружного середовища складається з деформації
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тут 
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 – коефіцієнт лінійного розширення.

Остання деформація для термічно ізотропного тіла є шаровим тензором. Перша деформація виникає як від дії зовнішніх сил, так і від дії тих напружень, які необхідно прикласти для забезпечення суцільності тіла при його нерівномірному нагріванні, друга – відповідає вільному тепловому розширенню пружного тіла при підвищенні його температури на 
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Отже,
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Використовуючи формули 
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можна отримати
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У випадку високих температур треба враховувати залежність характеристик 
[image: image1477.wmf]E
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 від температури.

Ілюстративні задачі.

Задача 1. Призматичний стрержень з лінійно пружного матеріалу знаходиться в рівновазі під дією розтягуючих зусиль, рівномірно розподілених по торцевих перерізах і при вільних бокових гранях. Знайти компоненти тензора деформацій при заданій величині напружень 
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 на торцях. Вказати зв’язок між 
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Розв’язок:
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[image: image1489.wmf](
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Задача 2. Прямокутна пластина завтовшки 
[image: image1495.wmf]a

2

 затиснена з торців між жорсткими площинами і має вільними верхню та нижню грані. Пластина нерівномірно нагріта по товщині так, що профіль температури в кожному поперечному перерізі, паралельному торцям, задається функцією 
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, причому на повздовжній осі пластинки температура рівна 
[image: image1497.wmf]0
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 у всіх точках пластини деформації вважати рівними нулю.

Розв’язок:
Наявність жорстких границь дає 
[image: image1500.wmf]11
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, бо пластина в цьому напрямі видовжуватись не може. Оскільки бокові грані вільні, то 
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. Використаємо закон Гука для термопружного тіла, маємо
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[image: image1503.wmf](
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[image: image1504.wmf](
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З двох останніх виразів, додавши, отримуємо
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Оскільки 
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. Визначимо середнє значення температури в перерізі, при якому деформації відсутні. Маємо
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Отже,
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Задачі для самостійного розв’язання.

1. Зразок з лінійно пружного матеріалу знаходиться між двома парами паралельних жорстких стінок так, що його поперечні розміри не можуть змінюватись. На торцях зразка діють однорідні напруження стиску 
[image: image1513.wmf]p

. Знайти 
[image: image1514.wmf]s

 і 
[image: image1515.wmf]e

 в матеріалі, вважаючи, що між зразком і стінками тертя відсутнє.

2. Пластина прямокутної форми знаходиться в стані двоосного розтягу в своїй площині однорідними напруженнями 
[image: image1516.wmf]1

p

 і 
[image: image1517.wmf]2

p

 на торцях. Передня і задня площини, що обмежують пластину, вільні від напружень. Знайти компоненти деформації і відносну зміну об’єму.

3. Показати, що для нестисливого пружного середовища коефіцієнт Пуассона дорівнює 
[image: image1518.wmf]5

,

0

.

4. Записати закон Гука для кульової та девіаторної частин.

5. Написати рівняння рівноваги пружного середовища в переміщеннях при наявності теплових деформацій.

Розділ 12

НЕПРУЖНЕ ДЕФОРМУВАННЯ
12.1. Моделі пружно-пластичних середовищ

Пружні тіла мають властивість повністю відновлювати недеформований стан після зняття навантаження. Крім того, пружні деформації залежать лише від напружень і не залежать від історії деформування або навантаження.

Лінійна теорія пружності не описує всі явища, що відбуваються при деформуванні твердого тіла. Так, вона не описує стан тіла при напруженнях, що перевищують межу пропорційності. Границя пропорційності – це умовне напруження, після якого вже спостерігається непружне деформування. Вона дещо нижча границі пружності. Непружні деформації залежать від історії деформування або навантаження. Розглянемо спочатку пластичне деформування, що не залежить від часу (атермічна пластичність).

Поведінку за межами пружності досліджують у рамках теорії пластичності. Для цього використовується модель пружно-пластичного середовища.


[image: image1519]
[image: image1727.wmf]M


[image: image1520]
Приклади моделей пружно-пластичного середовища: ідеально пружно-пластичне (рис. 35а), ідеальне жорстко-пластичне (рис. 35б), жорстко-пластичне з лінійним зміцненням (рис. 35в), жорстко-пластичне з нелінійним зміцненням (рис. 35г), пружно-пластичне з лінійним зміцненням (рис. 35д), нелінійне пружно-пластичне (рис. 35е). Чим ближче модель до реальності, тим вона складніша.

Зміцнення матеріалу.

[image: image1728.wmf]r

r

Розглянемо навантаження матеріалу 
[image: image1521.wmf]C
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 та наступне розвантаження 
[image: image1522.wmf]CD

 (рис. 36). Крива розвантаження близька до прямої лінії. Після розвантаження з’являються залишкові деформації 
[image: image1523.wmf]OD
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Якщо повторно навантажити зразок, то крива навантаження буде мало відрізнятися від попередньої лінії розвантаження і
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Таким чином матеріал внаслідок попереднього навантаження наче набуває пружних властивостей, втрачаючи в певній мірі здатність до пластичної деформації. Відбувається підвищення межі пружності матеріалу. Це явище називається зміцненням матеріалу (наклепом). На рисунку
[image: image1525.wmf]BC

 – ділянка зміцнення матеріалу.

Для багатьох матеріалів на діаграмі ділянці зміцнення передує площадка текучості (деформації швидко збільшуються). Якщо ця площадка горизонтальна, то зміцнення не відбувається. Для деяких металів (відпалена мідь, алюміній, високолеговані сталі тощо) діаграма взагалі не містить площадки текучості.

З часом спостерігається часткове зняття зміцнення. Це називається відпочинком матеріалу, яке із збільшенням температури стає все більш помітним. При дії високої температури набуте зміцнення зникає (відпал матеріалу).

12.2. Умови пластичності (текучості)

Важливо знати поведінку матеріалу в умовах пружного і непружного деформування і вміти визначати границю переходу з одного стану в інший.

Введемо дев’ятивимірний простір, точки якого задаються значеннями компонент тензора напружень. Сукупність границь пружності утворює поверхню текучості або поверхню границь пружності 
[image: image1526.wmf]0
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. Якщо стан частинки суцільного середовища описується точкою всередині області, що обмежується поверхнею текучості, то поведінка частинки пружна. Для жорстко пластичного середовища ця область постійна, для середовища із зміцненням – має місце розширення або зміщення області (або одночасно і розширення, і зміщення).

Межа між пружним станом та наступним за ним станом пластичного деформування в околі досліджуваної точки є функцією напруженого стану 
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Для наочності введемо координатні осі 
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 з початком в розглядуваній точці, такі, щоб вони були головними. Тоді 
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 – головні напруження в цих осях. Отже, в цих осях можна ввести вектор 
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де 
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 – одиничні орти. 

Вектор 
[image: image1532.wmf]p
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 визначає напружений стан в розглядуваній точці. Поверхню текучості можна задати як функцію від інваріантів тензора напружень


[image: image1533.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

;

;

=

P

P

P

III

II

I

f

.

Експерименти показують, що при помірних значеннях усестороннього стиску 
[image: image1534.wmf](
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 він не впливає на досягнення пластичного стану. Тому
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Співвідношення 
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при різних значеннях 
[image: image1537.wmf]q

 в осях 
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 представляє собою сімейство площин, рівнонахилених до цих осей. Вираз 
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 не залежить від 
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, отже, це рівняння циліндричної поверхні , що перпендикулярна площині 
[image: image1541.wmf](
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, разом з тим і площині 
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, яка проходить через початок координат. Лінія перетину цього циліндра з площинами 
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Напрями 
[image: image1545.wmf]1
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, 
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 і 
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 спроектуємо на площину, рівнонахилену до них, отримаємо осі 
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, 
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, що складають між собою кути в 
[image: image1551.wmf]o

120

. У цій площині зображають криві текучості.
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Треска на основі експериментів припустив, що в стані текучості у всіх точках середовища максимальне дотичне напруження є одним і тим самим для даного матеріалу і дорівнює 
[image: image1552.wmf]2
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, де 
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 –межатекучості при розтягу. Сен-Венан дав математичне формулювання цієї умови, скориставшись залежністю між дотичними та нормальними напруженнями. В результаті отримано умову текучості Треска – Сен-Венана
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Крива текучості має вигляд шестикутника (рис. 37), поверхня текучості являє собою шестигранну призму.

Використання умов Треска–Сен-Венана пов’язане з математичними труднощами. Мізес вирішив замінити шестигранну призму описаним круговим циліндром. Тому умова текучості Мізеса має вигляд:
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В даному випадку крива текучості – коло, описане навколо шестикутника.

При невиконанні нерівностей відбувається перехід у пластичний стан.

12.3. Деформаційна анізотропія. Втома

Зміцнення може відбуватись по-різному при деформуванні в різних напрямках, тобто мати направлений характер. Тому в результаті пластичного деформування матеріал може набувати так звану деформаційну анізотропію. Одним з проявів деформаційної анізотропії є ефект Баушингера.

[image: image1730.wmf]r
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Попереднє пластичне деформування одного знака погіршує опір матеріалу по відношенню до наступного пластичного деформування протилежного знака. Так, пластичне розтягування стрижня призводить до помітного зниження границі текучості при наступному стисканні цього ж стрижня.

Під дією періодично змінного навантаження зразок може зруйнуватися після певного кінцевого числа змін навантажень, навіть якщо виконується умова міцності (рис. 39). Таке руйнування називають втомним руйнуванням. Зазвичай для руйнування необхідно дуже багато змін навантажень – порядку мільйону циклів.

Взагалі багатократні навантаження-розвантаження звичайно призводять до зменшення межі міцності конструкції.

Втомне руйнування звичайно обумовлене виникненням та розвитком мікротріщин.

При невисоких температурах властивості матеріалу майже не залежать від швидкості деформування. Однак для тягучих матеріалів (свинець, олово) при тривалих навантаженнях в умовах підвищеної температури та при великих швидкостях деформування остання має велике значення, що виражається у зростанні опору деформуванню із збільшенням швидкості деформування. Вплив швидкості деформування суттєво залежить від температури: із зменшенням температури він зменшується, а при достатньо низьких температурах зникає зовсім.

12.4. Вплив в’язкості

[image: image1731.wmf]M

Пластичне деформування призводить до виникнення внутрішніх напружень навіть при наступному знятті зовнішніх навантажень. Якщо прикладене навантаження зменшити до нуля, то деформації не зникають. Ці напруження та залишкові деформації можуть змінюватися з часом. І цією залежністю знехтувати не можна, особливо при високих температурах.

Зростання з часом деформації зразка при сталих напруженнях (рис. 39) називають повзучістю. При високих температурах повзучість визначає міцність та довговічність машин і механізмів.

[image: image1732.wmf]r
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Поряд з явищем повзучості існує також ще одне явище післядії, яке називають релаксацією напружень. Якщо зафіксувати тіло в деформованому стані так, щоб виключити можливість подальшого деформування, то з часом спостерігатиметься зменшення напружень в тілі. Релаксація – неперервне спадання напружень при постійній деформації (рис. 40). Напруження зменшується асимптотично до якогось певного значення або до нуля. При релаксації напружень пружна деформація за рахунок повзучості перетворюється в залишкову, для підтримання якої не треба прикладати силу, це і викликає зменшення напружень. Отже, явища повзучості і релаксації напружень пов’язані між собою.

[image: image1733.wmf]M
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Існує наука про повзучість – теорія повзучості. Повзучість потрібно враховувати і при нормальних температурах, якщо конструкція довго працює.

Поведінку середовища з урахуванням залежностей напружень та деформацій від часу вивчають у рамках теорії в’язкості.

В останній для встановлення зв’язку між напруженнями, деформаціями та похідними від них використовують елементарні моделі: пружинку (пружний елемент) і поршень, який рухається у в’язкому середовищі, (елемент в’язкості), з’єднані у певній послідовності (рис. 41). Якщо пружний і в’язкий елемент з’єднані паралельно, то таку модель називають тілом Фойхта (рис. 41а), якщо вони з’єднані послідовно, то таку модель в’язкопружного середовища називають тілом Максвеллла (рис. 41б). 

Проте цих двох моделей виявляється недостатньо для повного описання явищ повзучості і релаксації напружень одночасно. Тому часто використовують стандартну модель в’язкопружного середовища, показану на рис. 41в.

Розділ 13

ЕЛЕКТРОДИНАМІКА СУЦІЛЬНИХ СЕРЕДОВИЩ
13.1. Основні поняття електродинаміки

При деяких умовах тіла можуть мати електричні заряди й у них може текти електричний струм. Сили взаємодії, які при цьому виникають, необхідно враховувати в загальному балансі сил, що діють на об’єм суцільного середовища.

У МСС вводиться неперервний розподіл зарядів, подібно до того, як вводиться неперервний розподіл маси. Густина заряду визначається формулою
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 – сумарний заряд в об’ємі 
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Електричний струм являє собою рух заряджених частинок і за своєю природою подібний до інтенсивної упорядкованій дифузії. Струми можна розглядати як у нерухомих, так і в середовищах, що рухаються. Густина струму характеризується вектором густини струму 
[image: image1561.wmf]j

r

, величина якого дорівнює величині сумарного заряду, що переноситься через одиничну площадку, перпендикулярну до вектора 
[image: image1562.wmf]j

r

, за одиницю часу.

У звичайних умовах атом речовини електрично нейтральний, але якщо є сукупність близько розташованих атомів, то заряди в кожному з них зміщуються – нейтральний атом стає диполем чи мультиполем. Це явище називається поляризацією. Велика кількість поляризованих молекул чи атомів при їхньому упорядкованому розташуванні під дією зовнішнього електричного поля призводить до макроскопічного ефекту – електричної поляризації макроскопічних частин середовища. Очевидно, що хаотичний тепловий рух перешкоджає появі макроскопічної поляризації.

Крім електричної, існує також магнітна взаємодія. Робилися спроби ввести в розгляд магнітні заряди і написати для них закон, аналогічний закону Кулона. З’ясувалося, що ніяких магнітних зарядів у природі не існує, а магнітні взаємодії зводяться до взаємодій електричних струмів (тобто зарядів, що рухаються). Зокрема, магнітні властивості різних речовин пояснюються наявністю мікроскопічних струмів, що течуть усередині атомів за рахунок руху електронів навколо ядра і за рахунок власного «обертання» електронів і ядер. У звичайних умовах у більшості тіл атоми орієнтовані хаотично і дія внутрішньоатомних струмів не виявляється. Якщо ж виникає упорядкована орієнтація елементарних частинок, з яких складене тіло, то відбувається ефект намагнічування, що проявляється в магнітних властивостях тіла.

Нехай у просторі є сукупність зарядів, що не рухаються відносно деякої інерціальної системи відліку. Сила 
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, що діє на нерухомий пробний заряд, залежить тільки від його величини та положення в просторі. Вона дорівнює 
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 – вектор електричної напруженості. 

Поле вектора 
[image: image1566.wmf])

(

r

E

E

r

r

r

=

 отримується як сума полів окремих зарядів. Поле електричної напруженості – об’єкт, що існує в просторі незалежно від існування пробного заряду; можна говорити про електричне поле як про матеріальний об’єкт, відмінний від матеріального тіла. 

Можливі дві точки зору на співвідношення між зарядами і полем. Можна вважати, що поле породжується зарядами або що заряди є особливими точками (фізично малими об’єктами) існуючого електричного поля.

Аналогічно вектору 
[image: image1567.wmf]E
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 шляхом сумування дії елементарних струмів вводиться вектор магнітної напруженості 
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 як характеристика магнітного поля, за допомогою якої можна оцінювати сили магнітної взаємодії. Для характеристики пробного елементарного магніту або струму вводиться малий магнітний дипольний момент 
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 так, що момент пари сил, що діє з боку поля на елементарну магнітну стрілку з моментом 
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, обчислювався за формулою 
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Якщо магнітне поле однорідне, то загальна сила дії поля на елементарний диполь дорівнює нулю, якщо магнітне поле неоднорідне, то з’являється сила 
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Ці прості досліди з пробними елементами можна ускладнити, узагальнити і поширити на випадок рухливих пробних зарядів, струмів і полів 
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 і 
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, змінних у часі.

Таким чином, електромагнітне поле в пустоті в кожній точці простору й у кожний момент часу характеризується двома векторами – напруженістю електричного поля 
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 і напруженістю магнітного поля 
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r

. Вектори 
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, густина зарядів 
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 і вектор густини електричного струму 
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 – основні поняття електродинаміки.

13.2. Рівняння Максвеллла у вакуумі

Закон Кулона, що визначає поле 
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 системи нерухомих у інерціальній системі координат точкових чи розподілених зарядів, можна написати в диференціальній формі 


[image: image1582.wmf]q

E

pr

4

div

=

r

, 
[image: image1583.wmf]0

rot

=

E

r

. 

Ці рівняння називають рівняннями Максвеллла для системи нерухомих зарядів.

При наявності нестаціонарних електричних і магнітних полів на основі дослідних законів можна отримати узагальнення цих рівнянь у вакуумі (
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де 
[image: image1589.wmf]c

 – швидкість поширення електромагнітних хвиль у вакуумі, тобто швидкість світла. 

Ці рівняння складають основу електродинаміки. Вони є найважливішими рівняннями в оптиці і радіотехніці.

Більшість електромагнітних характеристик є розмірними величинами. При написанні рівнянь Максвелла мається на увазі, що напруження 
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 і 
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 вимірюються в одних і тих самих величинах.

Система рівнянь Максвелла у вакуумі містить вісім рівнянь для визначення всього шести невідомих. Але
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тому
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Отже, якщо в початковий момент часу 
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, то і в інші моменти 
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 (у вакуумі заряди не з’являються, а магнітних зарядів не існує). Останні два рівняння можна розглядати як початкові умови: на початку ні магнітних, ні електричних зарядів немає.

Рівняння Максвелла у вакуумі можна застосовувати для середовищ, де відсутні макроскопічні заряди, струми, макроскопічні поляризація і намагнічування.

13.3. Рівняння Максвелла у провідному середовищі

У провідниках під впливом електромагнітного поля, взагалі кажучи, виникає електричний струм. Поки не будемо враховувати явища, пов’язані з поляризацією і намагнічуванням.

Електричний струм являє собою рух заряджених частинок (електронів та іонів). Якщо 
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[image: image1601.wmf]i

v

r

 і заряд 
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, то густину струму 
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 можна ввести як суму добутків 
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 для всіх частинок в об’ємі 
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, поділену на цей об’єм, тобто
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Тут 
[image: image1607.wmf]v
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 – макроскопічна швидкість середовища, 
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 – звичайний «технічний струм». Такий струм виникає під дією електромагнітного поля як у нерухомих провідниках, так і в провідниках, що рухаються, і називається струмом провідності. Вектор 
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 – струм, пов’язаний з перенесенням макроскопічного заряду.

Оскільки 
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то вектор струму провідності 
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 можна виразити через вектори потоку дифузії 
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, за формулою 
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, де відношення 
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 залежать тільки від сорту іонів, що переносять заряди.

Рівняння Максвелла при наявності струмів і зарядів та при відсутності поляризації і намагнічування в тілах мають вигляд:
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У випадку стаціонарного електромагнітного поля
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тобто електричний струм завжди породжує вихрове магнітного поля з напруженістю 
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. Величина 
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, що також викликає появу магнітного поля, називається струмом зміщення (на практиці в багатьох випадках це дуже мала величина). Введення струму зміщення зроблено Максвеллом на основі дослідних даних.

Якщо від рівняння 
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взяти дивергенцію і скористатись 
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, то отримаємо рівняння нерозривності заряду (закон збереження заряду)
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Цей закон є точним наслідком рівнянь Максвелла і, на противагу закону збереження маси, є на даний час фундаментальним законом фізики, що завжди виконується.

Система рівнянь Максвелла є незамкнутою, що складається з семи рівнянь (рівняння 
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 при відповідних початкових умовах) відносно десяти невідомих 
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Крім того, оскільки в рухомих провідниках


[image: image1629.wmf]v

j

j

q

r

r

r

r

+

=

*

,

розподіл густини зарядів залежить від руху середовища, тому задачі електродинаміки пов’язаі з задачами МСС.

Замикаючим систему рівнянь Максвелла для нерухомого провідного середовища векторним співвідношенням може служити закон Ома. Закон Ома встановлює зв’язок між густиною струму провідності і характеристиками електромагнітного поля. Цей зв’язок залежить від властивостей провідника. У багатьох випадках для нерухомих провідників дослідний закон Ома має вигляд:
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Коефіцієнт 
[image: image1631.wmf]s

 – питома провідність. Для ізотропних провідників провідність – скаляр, для анізотропних провідників провідність являє собою тензор другого рангу, тоді у рівнянні закону Ома тензор питома провідність згортатиметься з вектором 
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Питома провідність різна для різних провідників, а для даного провідника може залежати від його температури й інших термодинамічних параметрів. Провідність у багатьох випадках розглядається як фізична константа матеріалу, аналогічна коефіцієнтам в’язкості чи коефіцієнту теплопровідності.

Існують середовища, провідність яких дуже велика, тому розглядають середовища з нескінченною провідністю. Введення таких середовищ дещо аналогічне введенню ідеальної рідини замість в’язкої.

Для рухомих провідників закон Ома має вигляд:
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Із закону Ома, оскільки густина струму 
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 повинна бути за умовою кінцевою, випливає, що всередині нерухомого середовища з нескінченною провідністю у власній системі відліку 
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, а в середовищі з нескінченною провідністю, що рухається зі швидкістю 
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13.4. Силова взаємодія поля та середовища

Пондеромоторними силами називаються сили, що діють на середовище з боку електромагнітного поля. Якщо середовище не рухається, то на одиницю об’єму діє пондеромоторна сила
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Якщо в середовищі є ще струми, то на одиницю об’єму середовища буде діяти пондеромоторна сила (сила Лоренца)
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у власній системі координат. В інерціальній системі координат, відносно якої середовище рухається з невеликою швидкістю 
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, сила Лоренца
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Ця рівність встановлена на підставі дослідних фактів і розглядається як один з основних постулатів електродинаміки. Пондеромоторні сили, що діють з боку електромагнітного поля на частинки провідного середовища, є об’ємними силами, і їх треба вводити в рівняння імпульсів для матеріального середовища.

13.5. Енергетична взаємодія поля та середовища

Розглянемо тепер енергетичну взаємодію між електромагнітним полем і провідним середовищем. Відомо, наприклад, що нерухомий провідник, по якому йде електричний струм, нагрівається, це нагрівання пов’язане з обміном енергією між електричним полем і провідником.
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У декартовій системі координат ліву частину цього співвідношення можна записати у вигляді:
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Тоді отримаємо рівняння Умова – Пойнтінга, яке визначає зміну енергії електромагнітного поля,
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де 
[image: image1649.wmf](

)

p

4

H

E

c

S

r

r

r

´

=

 – вектор Умова – Пойнтінга.

Проінтегруємо рівняння Умова – Пойнтінга по нерухомому кінцевому об’ємі 
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де 
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 – поверхня, що обмежує об’єм 
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 – енергія електромагнітного поля в об’ємі 
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 над зарядженими частинками, що переміщуються при мікроскопічному внутрішньому русі за рахунок струму 
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У випадку нерухомого провідника
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являє собою джоулеве тепло, і тоді
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Повна енергія електромагнітного поля в об’ємі 
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 нерухомого провідника змінюється за рахунок потоку вектора Умова – Пойнтінга через поверхню 
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, що обмежує об’єм 
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Останнє рівняння у пустоті запишеться як
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тобто повна енергія електромагнітного поля в об’ємі 
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 змінюється тільки за рахунок потоку вектора Умова – Пойнтінга. Однак ця зміна відмінна від нуля тільки у випадку нестаціонарного електромагнітного поля. У випадку стаціонарного електромагнітного поля потік вектора Умова – Пойнтінга через замкнуту поверхню в порожнечі завжди дорівнює нулю. У провідниках потік вектора Умова – Пойнтінга через замкнуту поверхню 
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 відрізняється від нуля й у випадку стаціонарного електромагнітного поля.

Вектор Умова – Пойнтінга характеризує обмін енергією між різними частинами електромагнітного поля, тобто потік енергії через поділяючу ці частини поля поверхню 
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.

13.6. Врахування намагніченості та поляризації

У деяких тілах під впливом зовнішнього електромагнітного поля виникають поляризація і намагніченість. Під впливом зовнішнього поля усередині тіл створюється макроскопічне електромагнітне поле, що деформує і змінює зовнішнє поле. Тоді рівняння Максвелла з урахуванням намагніченості та поляризації мають вигляд:
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 – вектори електричної і магнітної індукції, відповідно.
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 – вектор намагніченості, характеризує з макроскопічної точки зору впорядкований розподіл у тілі магнітних диполів.
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 – вектор поляризації, характеризує розподіл електричних диполів у тілі.

Рівняння 
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Система рівнянь Максвелла з урахуванням намагніченості та поляризації не є замкнутою. До неї входять сім незалежних рівнянь і шістнадцять невідомих 
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. Для того щоб замкнути систему, необхідно додати принаймні ще три векторних співвідношення.

Такими співвідношеннями можуть служити закон Ома і закони поляризації та намагнічування тіла. Ці додаткові співвідношення не носять універсального характеру, вони по своїй суті різні для різних тіл і процесів. У багатьох випадках використовуються закон Ома та закони намагнічування і поляризації тіла в наступному вигляді:
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де 
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 – магнітна проникність, 
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 – діелектрична проникність. У пустоті 
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, подібно коефіцієнтам в’язкості і теплопровідності, можна розглядати як фізичні характеристики середовища, вони можуть залежати від температури і бути тензорними характеристиками, як, наприклад, у випадку анізотропних тіл. У багатьох випадках їх можна вважати постійними.

КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ ПО МОДУЛЮ ІІ.

20. Чим займається реологія? Які є граничні випадки деформування реальних матеріалів?

21. Що таке «ідеальна рідина»? Вивести реологічне рівняння ідеальної рідини та рівняння Ейлера.

22. Що таке «в’язка ньютонівська рідина»? Вивести узагальнений закон Ньютона, рівняння Нав’є–Стокса.

23. Вивести формулу Громеки – Лемба, рівняння Ейлера та Нав’є-Стокса.

24. Сформулювати закон збереження повної енергії та вивести рівняння балансу повної енергії.

25. Вивести рівняння притоку тепла. Сформулювати начала термодинаміки.

26. Що називається «потужністю внутрішніх сил»? Чому дорівнює потужність внутрішніх сил для різних середовищ?.

27. Що таке «ідеальний газ»? Записати рівняння стану ідеального газу.

28. Що пов’язує формула Майєра? Записати рівняння притоку тепла для ідеального газу при ізотермічному процесі.

29. Записати рівняння притоку тепла для ідеального газу при адіабатичному процесі та рівняння Пуассона.

30. Записати закон Фур’є. Вивести класичне рівняння теплопровідності.

31. Вивести формулу швидкості поширення збурень у нерухомій рідині чи газі.

32. Що таке «баротропна рівновага» ідеальної рідини?

33. Навести математичні моделі рідини.

34. Що таке «початкові та граничні умови»? Навести приклади.

35. Які є явища переносу? Що таке «потрійна аналогія»?

36. Записати закон Гука для ізотропного ідеально пружного тіла. Які є механічні характеристики матеріалу?

37. Записати систему рівнянь для ідеально пружного середовища. Що виражають умови сумісності деформацій?

38. Записати рівняння Ламе.

39. Навести моделі пружно-пластичних середовищ. Що таке «зміцнення матеріалу»?

40. Що таке «деформаційна анізотропія»?

41. Що таке «втома матеріалу»?

42. Що таке «повзучість» та «релаксація»? Який зв'язок між ними?
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Рис. 25
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Рис. 26
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Рис. 27
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Рис. 28
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Рис. 29
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Рис. 30
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Рис. 31
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Рис 6





Рис. 32





Рис. 34





Рис. 33





г)





(





p





в)








(





p





б)








(





p





а)





(





p





Рис. 35





д)





(





p





е)





(





p





p





(





C





O





A





B





(зал





Рис. 36
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Рис. 37
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